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Ïåðåäìîâà
Ìàòåìàòè÷íi çìàãàííÿ øêîëÿðiâ íà Óêðà¨íi ìàþòü âåëèêi òðàäèöi¨ òà ¹

ïîïóëÿðíîþ ôîðìîþ ïîçàêëàñíî¨ ðîáîòè ç îáäàðîâàíèìè ó÷íÿìè. Ç 1960 ðîêó
ùîði÷íî ïðîâîäèòüñÿ Âñåóêðà¨íñüêà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà. Ç 1993 ðîêó êîìàíäà
Óêðà¨íè ïðèéìà¹ ó÷àñòü â Ìiæíàðîäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ îëiìïiàäàõ.

Âñåóêðà¨íñüêà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà ïðîõîäèòü â ÷îòèðè åòàïè. Ïåðøèé
åòàï � öå øêiëüíi îëiìïiàäè, äðóãèé � ðàéîííi òà ìiñüêi (â ìiñòàõ îáëàñíîãî
ïiäïîðÿäêóâàííÿ), òðåòié � îáëàñíi, ìiñüêi (ìiñò Êè¨â òà Ñåâàñòîïîëü) òà îëiìïiàäà
àâòîíîìíî¨ ðåñïóáëiêè Êðèì, ÷åòâåðòèé åòàï � çàêëþ÷íèé, ñàìå ÿêèé iíêîëè i
íàçèâàþòü Âñåóêðà¨íñüêîþ ìàòåìàòè÷íîþ îëiìïiàäîþ. Ïåðåìîæöi êîæíîãî åòàïó
çàïðîøóþòüñÿ äî ó÷àñòi â íàñòóïíîìó. Êðàùi ó÷àñíèêè çàêëþ÷íîãî åòàïó áåðóòü
ó÷àñòü ó âiäáiðêîâî-òðåíóâàëüíèõ çáîðàõ ïî ïiäãîòîâöi êîìàíäè Óêðà¨íè äî
Ìiæíàðîäíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ îëiìïiàäè. Íà çáîðàõ âèçíà÷àþòüñÿ øåñòåðî ó÷íiâ, ÿêi
ïîòiì i ïðåäñòàâëÿþòü íàøó äåðæàâó íà âñåñâiòíüîìó çìàãàííi þíèõ ìàòåìàòèêiâ.

Â äàíîìó ïîñiáíèêó ïîäàþòüñÿ ìàòåðiàëè ìàòåìàòè÷íèõ îëiìïiàä, ùî
ïðîâîäèëèñÿ ó 1997-98 íàâ÷àëüíîìó ðîöi � òðåòüîãî òà ÷åòâåðòîãî åòàïiâ
Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè, âiäáiðêîâî-òðåíóâàëüíèõ çáîðiâ òà Ìiæíàðîäíî¨
ìàòåìàòè÷íî¨ îëiìïiàäè. Äàþòüñÿ óìîâè çàäà÷, ðîçâ'ÿçêè òà âêàçiâêè äî íèõ,
ïðiçâèùà ïåðåìîæöiâ îëiìïiàä òà äåÿêi iíøi ìàòåðiàëè.

Ñïîäiâà¹ìîñü, ùî äàíèé çáiðíèê áóäå êîðèñíèì ó÷íÿì, ùî ãîòóþòüñÿ äî
ìàòåìàòè÷íèõ îëiìïiàä, ¨õ â÷èòåëÿì, êåðiâíèêàì ãóðòêiâ òà âñiì, õòî öiêàâèòüñÿ
ñòàíîì ìàòåìàòè÷íî¨ îñâiòè íà Óêðà¨íi.

Àâòîðè
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Òðåòié åòàï XXXVIII Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè þíèõ
ìàòåìàòèêiâ

Òðåòié åòàï Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè ïðîõîäèâ ó âñiõ îáëàñòÿõ (êðiì Õàðêiâñüêî¨)
17 ñi÷íÿ, i ó÷íi ðîçâ'ÿçóâàëè ¹äèíèé äëÿ âñi¹¨ Óêðà¨íè âàðiàíò çàâäàíü. Íà ðîáîòó
âiäâîäèëîñü 3 ãîäèíè äëÿ ó÷íiâ 7 � 8 êëàñiâ òà 4 ãîäèíè äëÿ ó÷àñíèêiâ ç 9 � 11
êëàñiâ. Ïîâíå ðîçâ'ÿçàííÿ êîæíî¨ çàäà÷i îöiíþâàëîñü â 7 áàëiâ. ßê ïðàâèëî, â êîæíié
îáëàñòi ïî êîæíîìó êëàñó ïðèñóäæóâàëîñü îäíå ïåðøå, äâà äðóãèõ òà òðè òðåòiõ
ìiñöÿ. Âèçíà÷åííÿ ñêëàäó êîìàíäè äëÿ ó÷àñòi â ÷åòâåðòîìó åòàïi Âñåóêðà¨íñüêî¨
îëiìïiàäè â áiëüøîñòi îáëàñòåé ïðîõîäèëî íà ñïåöiàëüíèõ âiäáiðêîâèõ çáîðàõ, â ÿêèõ
áðàëè ó÷àñòü êðàùi ó÷àñíèêè òðåòüîãî åòàïó.

Âàðiàíò çàâäàíü òðåòüîãî åòàïó ñêëàëè Ì.Ñ.Äîáîñåâè÷ (7 êëàñ), Â.Ì.Ëåéôóðà
(8 êëàñ), Â.À.ßñiíñüêèé (9 êëàñ), Î.Þ.Òåïëiíñüêèé (10 êëàñ) òà I.Ì.Ìiòåëüìàí
(11 êëàñ).

Çàâäàííÿ îëiìïiàäè

7 êëàñ

1.Äàíî äâà áàêè ¹ìíiñòþ ïî 10ë ç ñîëÿíèì ðîç÷èíîì 10%-î¨ òà 15%-î¨ êîíöåíòðàöi¨
òà ïîñóäèíè ¹ìíiñòþ 3ë, 4ë, 5ë. ßê ç äîïîìîãîþ ïåðåëèâàíü îòðèìàòè 1ë 12%-ãî
ñîëÿíîãî ðîç÷èíó?

2. ×è ìîæíà ðîçìiñòèòè â òàáëèöi ðîçìiðîì 3× 4 ÷èñëà -1 òà 1 òàê, ùîá óñi 7 ñóì
÷èñåë, ùî ñòîÿòü â îäíîìó ðÿäêó àáî â îäíîìó ñòîâï÷èêó áóëè ðiçíèìè?

3. Ñêiëüêè ¹ íåñêîðîòíèõ äðîáiâ ç ÷èñåëüíèêîì 1997, ìåíøèõ, íiæ 1
1997

i áiëüøèõ,
íiæ 1

1998
?

4. Äàíî ñìóæêó 1×17, êëiòèíêè ÿêî¨ ïðîíóìåðîâàíi ïîñëiäîâíèìè íàòóðàëüíèìè
÷èñëàìè. Äâî¹ ó÷íiâ ãðàþòü ó ãðó, ïî ÷åðçi ðîáëÿ÷è ñâî¨ õîäè. Çà îäèí õiä òðåáà
çàêðåñëèòè îäíó äîâiëüíó êëiòèíêó â ñìóæöi àáî äåÿêi äâi ïîñëiäîâíi, äå ïåðøà ç íèõ
ïàðíà. Ïðîãðà¹ òîé, õòî íå ìîæå çðîáèòè õiä. Õòî ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø �
ïî÷èíàþ÷èé ÷è éîãî ñóïåðíèê? Âêàæiòü âèãðàøíó ñòðàòåãiþ.

8 êëàñ

1. Ñóìà òðüîõ òðèçíà÷íèõ ÷èñåë aab, aba, baa äîðiâíþ¹ 1998. Çíàéäiòü óñi òðiéêè
òàêèõ ÷èñåë.

2. ×è áóäå ÷èñëî 11 . . . 155 . . . 56 (1998 îäèíèöü òà 1997 ï'ÿòiðîê) êâàäðàòîì öiëîãî
÷èñëà?

3. ×åðåç òî÷êè äîòèêó âïèñàíîãî â òðèêóòíèê êîëà iç ñòîðîíàìè öüîãî òðèêóòíèêà
ïðîâåëè ïðÿìi, ÿêi âiäïîâiäíî ïàðàëåëüíi áiñåêòðèñàì ïðîòèëåæíèõ êóòiâ. Äîâåäiòü,
ùî öi ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

4. Íà äîøöi ðîçìiðîì 4× 4 ãðàþòü äâî¹. Õîäÿòü ïî ÷åðçi, i êîæíèé ãðàâåöü ñâî¨ì
õîäîì çàôàðáîâó¹ îäíó êëiòèíêó. Êîæíó êëiòèíêó ìîæíà çàôàðáóâàòè ëèøå îäèí
ðàç. Ïðîãðà¹ òîé ãðàâåöü, ïiñëÿ ÷èéîãî õîäó óòâîðèòüñÿ êâàäðàò 2×2, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
iç çàôàðáîâàíèõ êëiòèíîê. Õòî ç ãðàâöiâ ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø � òîé, õòî
õîäèòü ïåðøèì, ÷è éîãî ñóïåðíèê? Âiäïîâiäü îáãðóíòóéòå.

9 êëàñ

1. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî 11 . . . 1 (1998 îäèíèöü) äiëèòüñÿ íà 37.
2. ×åðåç òî÷êè äîòèêó âïèñàíîãî â òðèêóòíèê êîëà iç ñòîðîíàìè öüîãî òðèêóòíèêà

ïðîâåëè ïðÿìi, ÿêi âiäïîâiäíî ïàðàëåëüíi áiñåêòðèñàì ïðîòèëåæíèõ êóòiâ. Äîâåäiòü,
ùî öi ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.
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3. Äàíî ñìóæêó 1 × 99. Äâî¹ ó÷íiâ ãðàþòü ó ãðó, ïî ÷åðçi ðîáëÿ÷è ñâî¨ õîäè. Çà
îäèí õiä òðåáà çàêðåñëèòè îäíó äîâiëüíó êëiòèíêó â ñìóæöi àáî äåÿêi äâi ïîñëiäîâíi.
Ïðîãðà¹ òîé, õòî íå ìîæå çðîáèòè õiä. Õòî ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø �
ïî÷èíàþ÷èé ÷è éîãî ñóïåðíèê?

4. Íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi âiäìiòèëè ï'ÿòü òî÷îê:
(−2; 8), (1

2
, 1

4
), (1, 1

2
), (1

3
, 1) òà (1

4
, 4

5
). ßêà íàéáiëüøà êiëüêiñòü iç öèõ òî÷îê ìîæå

íàëåæàòè ãðàôiêó ðiâíÿííÿ a
x

+ b
y

= 1?

5. Ç êâàäðàòíèì òðè÷ëåíîì ax2 + bx + c äîçâîëÿ¹òüñÿ ðîáèòè òàêi äi¨:
1) çàìiíèòè â íüîìó x íà x− λ, äå λ � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî;
2) çàìiíèòè éîãî íà òðè÷ëåí cx2 + (b + 2c)x + (a + b + c).
×è ìîæíà çà äîïîìîãîþ òàêèõ äié iç òðè÷ëåíà x2 − 3x − 4 îäåðæàòè òðè÷ëåí

x2 − 2x− 5?

10 êëàñ

1. Ïðî öiëi ÷èñëà m òà n âiäîìî, ùî n2

m+n
� öiëå ÷èñëî. Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî m3

m+n
òàêîæ öiëå.

2. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî â ÷îòèðèêóòíèêó ñóìè ñèíóñiâ ïðîòèëåæíèõ êóòiâ ðiâíi ìiæ
ñîáîþ, òî öåé ÷îòèðèêóòíèê � òðàïåöiÿ àáî ïàðàëåëîãðàì.

3. Çíàéòè âñi òðiéêè äiéñíèõ ÷èñåë x, y, z, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òðüîì ðiâíîñòÿì

x =

√∣∣∣∣
1− y

1 + y

∣∣∣∣, y =

√
1 + z

2
, z =

√
1

1 + x2
.

4. Ó íîâîñôîðìîâàíîìó 10 êëàñi äåÿêi ó÷íi âèÿâèëèñÿ âæå çíàéîìèìè ìiæ ñîáîþ,
à äåÿêi � íi. Â ïåðøèé äåíü íàâ÷àííÿ êîæíà äiâ÷èíà çàìðiÿíî ïîäèâèëàñÿ íà
êîæíîãî iç çíàéîìèõ õëîïöiâ, òîäi ÿê êîæåí õëîïåöü çàìðiÿíî ïîäèâèâñÿ íà êîæíó
ç íåçíàéîìèõ äiâ÷àò. Óñüîãî áóëî êèíóòî 117 çàìðiÿíèõ ïîãëÿäiâ. Ñêiëüêè â êëàñi
õëîïöiâ i ñêiëüêè äiâ÷àò, ÿêùî óñüîãî íå áiëüøå 40 ó÷íiâ?

5. Äâi ðiçíi ïàðàëåëüíi ïðîåêöi¨ ïðîñòîðîâî¨ çàìêíåíî¨ ëàìàíî¨ ABCD íà îäíó i
òó ñàìó ïëîùèíó ¹ ïàðàëåëîãðàìàìè. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî âëàñíå ABCD �
ïàðàëåëîãðàì?

11 êëàñ

1. Äàíî íåâiä'¹ìíi äiéñíi ÷èñëà x òà y, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâi

x−√x ≤ y − 1

4
≤ x +

√
x.

Äîâåñòè, ùî äëÿ öèõ ÷èñåë âèêîíóþòüñÿ òàêîæ i íåðiâíîñòi

y −√y ≤ x− 1

4
≤ y +

√
y.

2. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

cos 12x = 5 sin 3x + 9 tg2 x + ctg2 x.

3. Âiäîìî, ùî íà ñòîðîíàõ CD i AD îïóêëîãî ÷îòèðèêóòíèêà ABCD iñíóþòü
òàêi òî÷êè K i M âiäïîâiäíî, ùî êîæíà ç ïðÿìèõ AK òà CM ðîçòèíà¹ ÷îòèðèêóòíèê
ABCD íà äâi ÷àñòèíè ðiâíî¨ ïëîùi. Íåõàé P � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ KM òà BD.
Çíàéòè âiäíîøåííÿ ïëîùi ÷îòèðèêóòíèêà ABCD äî ïëîùi ÷îòèðèêóòíèêà ABCP .
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4. Ïðî ôóíêöiþ f , ÿêà âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi âñiõ âiäìiííèõ âiä íóëÿ äiéñíèõ
÷èñåë i ïðèéìà¹ äiéñíi çíà÷åííÿ, âiäîìî, ùî ðiâíÿííÿ f(x) = 1

2
ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí

êîðiíü òà
f(x)− f(y) = f(x)f(

1

y
)− f(y)f(

1

x
)

äëÿ âñiõ x 6= 0 òà y 6= 0. Âèçíà÷èòè f(−1).
5. Ïðÿìîêóòíèê ðîçìiðîì 21998 × 19982 ïîäiëåíî íà îäèíè÷íi êâàäðàòèêè �

êëiòèíêè. Äîâåñòè, ùî êiëüêiñòü ñïîñîáiâ, ÿêèìè öüîãî ïðÿìîêóòíèêà ìîæíà ðîçáèòè
íà ôiãóðêè, êîæíà ç ÿêèõ ¹ àáî ïðÿìîêóòíèêîì iç òðüîõ êëiòèíîê, àáî ñêëàäåíîþ iç
÷îòèðüîõ êëiòèíîê ôiãóðêîþ ó âèãëÿäi ëiòåðè Ò, ¹ ÷èñëîì íåïàðíèì. (Ñïîñîáè, ÿêi
âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ðîçòàøóâàííÿì ôiãóðîê, òàêîæ ââàæàþòüñÿ ðiçíèìè.)

Âêàçiâêè òà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷.
7 êëàñ

1. Äëÿ îòðèìàííÿ 12%-ãî ðîç÷èíó òðåáà çìiøàòè 2 ÷àñòèíè 15%-ãî òà 3 ÷àñòèíè
10%-ãî. Ìîæëèâà ïîñëiäîâíiñòü äié:

Êðîêè|Ïîñóä. 3ë 4ë 5ë
1 3ë10% 4ë15% �
2 � 2ë15% 5ë12%
3 2ë15% 4ë12% 1ë12%
2. Òàêîþ òàáëèöåþ, íàïðèêëàä, áóäå

1 1 1
-1 1 1
-1 -1 1
-1 -1 -1

3. 1
1997

− 1997
m

> 0, 1
1998

− 1997
m

< 0 ⇔ 1997 · 1997 < m < 1997 · 1998. Òîìó m =

1997 · 1997 + k äëÿ k = 1, . . . , 1996. Äëÿ âñiõ öèõ m äðiá 1997
m

áóäå íåñêîðîòíèì,
îñêiëüêè ÷èñëî 1997 ïðîñòå. Âiäïîâiäü: 1996.

4. Ïåðåìîãó ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái ïî÷èíàþ÷èé. Ðîçiá'¹ìî êëiòèíêè ç íîìåðàìè
2 - 17 íà 4 íàáîðè ïî 4 ïîñëiäîâíi êëiòèíêè. Ïåðøèé ãðàâåöü ñïî÷àòêó çàêðåñëþ¹
ïåðøó êëiòèíêó, à ïîòiì äi¹ àíàëîãi÷íî äî äðóãîãî: ÿêùî äðóãèé çàêðåñëþ¹ êëiòèíêó
ç ïàðíèì íîìåðîì, òî ïåðøèé � iíøó ïàðíó ç öüîãî æ íàáîðó; ÿêùî äðóãèé çàêðåñëþ¹
êëiòèíêó ç íåïàðíèì íîìåðîì, òî ïåðøèé � iíøó íåïàðíó ç öüîãî æ íàáîðó; ÿêùî
äðóãèé çàêðåñëþ¹ äâi êëiòèíêè, òî ïåðøèé � iíøi äâi ç öüîãî æ íàáîðó. Òàê ïåðøèé
çàâæäè áóäå ìàòè ìîæëèâiñòü õîäó.

8 êëàñ

1. Âiäïîâiäü: (882,828,288), (774,747,477), (666,666,666),
(558,585,855).

2. Òàê, áóäå. Öå
(

101998+2
3

)2

.

3. Íåõàé A1, B1, C1 � òî÷êè äîòèêó iç ñòîðîíàìè BC, AC, AB âiäïîâiäíî.
Áiñåêòðèñà êóòà A áóäå ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî B1C1, òàêîþ æ áóäå i íàøà ïðÿìà,
ïðîâåäåíà ç A1. Âêàçàíi ïðÿìi áóäóòü âèñîòàìè òðèêóòíèêà A1B1C1, i òîìó
ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.
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4. Âèãðàø ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái òîé, õòî õîäèòü äðóãèì. Ïiñëÿ õîäó ïåðøîãî â
êëiòèíêó ç ÿêèìîñü íîìåðîì (äèâ. ìàëþíîê) âií ìà¹ çàôàðáóâàòè iíøó êëiòèíêó ç
òàêèì æå íîìåðîì.

1 2 3 4
5 6 7 8
1 2 3 4
5 6 7 8

9 êëàñ

1. Âêàçàíå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà ÷èñëî 111111 = 111 · 1001 = 37 · 3 · 1001.
2. Íåõàé A1, B1, C1 � òî÷êè äîòèêó iç ñòîðîíàìè BC, AC, AB âiäïîâiäíî.

Áiñåêòðèñà êóòà A áóäå ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî B1C1, òàêîþ æ áóäå i íàøà ïðÿìà,
ïðîâåäåíà ç A1. Âêàçàíi ïðÿìi áóäóòü âèñîòàìè òðèêóòíèêà A1B1C1, i òîìó
ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

3. Ïåðåìîãó ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái ïî÷èíàþ÷èé. Ïåðøèì õîäîì âií çàêðåñëþ¹
50-òó (öåíòðàëüíó) êëiòèíêó, i ïîòiì ïîâòîðþ¹ õîäè ñóïåðíèêà ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî
íå¨.

4. Êîæíié òî÷öi (x, y) òðåáà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü òî÷êó ç êîîðäèíàòàìè
x1 = 1

x
, y1 = 1

y
. Òîäi ïîâèííà âèêîíóâàòèñü ðiâíiñòü ax1 + by1 = 1, òîáòî òî÷êè

ëåæàòü íà ïðÿìié. Íåâåëèêèì ïåðåáîðîì çíàõîäèìî, ùî ñåðåä "ïåðåòâîðåíèõ"òî÷îê
ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü òî÷îê, ùî ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié � òðè.

5. Ïðè âêàçàíèõ äiÿõ íå çìiíèòüñÿ äèñêðiìiíàíò òðè÷ëåíà, òîìó âêàçàíå
ïåðåòâîðåííÿ çðîáèòè íå ìîæíà.

10 êëàñ

1. Öiëèì áóäå íàâiòü ÷èñëî m2

m+n
, îñêiëüêè öiëîþ áóäå éîãî ðiçíèöÿ ç n2

m+n
.

2. Ïîçíà÷èìî ïîñëiäîâíî êóòè ÷îòèðèêóòíèêà ÷åðåç α, β, γ, δ, sin α + sin γ =
sin β + sin δ. Âðàõóâàâøè, ùî α + β + γ + δ = 2π, sin α+γ

2
= sin β+δ

2
, çâiäñè

ìà¹ìî, ùî 0 = sin α + sin γ − sin β − sin δ = 2 sin α+γ
2

cos α−γ
2

−2 sin β+δ
2

cos β−δ
2

=

−4 sin α+γ
2

sin α−β−γ+δ
4

sin α+β−γ−δ
4

.
Ðîçãëÿäàþ÷è ðiçíi âèïàäêè ðiâíîñòi íóëþ îòðèìàíèõ ìíîæíèêiâ, îòðèìó¹ìî, ùî

α + δ = β + γ = π àáî α + β = γ + δ = π.
3. Ç óìîâè âèïëèâà¹, ùî z > 0, y > 0, x ≥ 0. ßêùî x = 0, òî z = 1, y = 1.

ßêùî x > 0, òî 0 < z < 1,
√

2/2 < y < 1. Òîìó
∣∣∣1−y
1+y

∣∣∣ = 1−y
1+y

, òîáòî y2 = 1+z
2

, z2 =

1/(1 + 1−y
1+y

) = 1+y
2

. Âiäíiìàþ÷è öi ðiâíîñòi, îäåðæó¹ìî y = z = −1
2
àáî y = z = 1, ùî

íå çàäîâîëüíÿ¹ âêàçàíèì óìîâàì. Âiäïîâiäü: (0,1,1)
4. Ó êîæíié ïàði äiâ÷èíà-õëîïåöü áóäå ðiâíî îäèí çàìðiÿíèé ïîãëÿä, òîìó ÷èñëî

ïîãëÿäiâ 117 = mn, äå m � êiëüêiñòü õëîïöiâ, n � êiëüêiñòü äiâ÷àò. Òàêèìè
ðîçêëàäàìè ¹ 1 · 117, 3 · 39, 9 · 13, i íàâïàêè. Óìîâi çàäà÷i çàäîâîëüíÿ¹ ëèøå îñòàííié.
Âiäïîâiäü: 9 õëîïöiâ i 13 äiâ÷àò àáî 13 õëîïöiâ i 9 äiâ÷àò.

5. Òàê, ABCD � ïàðàëåëîãðàì. Íåõàé A1B1C1D1 i A2B2C2D2 � äâi âêàçàíi
ïðîåêöi¨ (ïîçíà÷åíi âiäïîâiäíî äî ABCD.) Ïðèïóñòèìî, ùî òî÷êè A,B,C,D íå
ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi. Ïëîùèíè ABB1A1 òà CDD1C1 ïàðàëåëüíi, áî AA1‖CC1,
A1B‖C1D. Àíàëîãi÷íî ïàðàëåëüíèìè ¹ ïëîùèíè ABB2A2 òà CDD2C2. Àëå ÷åðåç
ìèìîáiæíi ïðÿìi AB òà CD ïàðàëåëüíi ïëîùèíè ìîæíà ïðîâåñòè ¹äèíèì ÷èíîì.
Òîìó òî÷êè A, B, A1, B1, A2, B2 ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi, i òî÷êà A2 íàëåæèòü ïðÿìié
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A1B1. Àíàëîãi÷íî A2 íàëåæèòü ïðÿìié A1D1. Çíà÷èòü, A1 çáiãà¹òüñÿ ç A2. Àíàëîãi÷íî
B1, C1, D1 çáiãàþòüñÿ ç B2, C2, D2 âiäïîâiäíî. Òîìó ïðîåêöi¨ çáiãàþòüñÿ, öå ñóïåðå÷èòü
óìîâi, i òî÷êè A,B, C, D ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi. �¨ ïàðàëåëüíi ïëîùèíè ABB1A1 òà
CDD1C1 ïåðåòèíàþòü ïî ïàðàëåëüíèì ïðÿìèì AB òà CD. Àíàëîãi÷íî ïàðàëåëüíèìè
¹ ïðÿìi BC òà DA.

11 êëàñ

1. |x−y+1/4| ≤ √
x ⇔ (x−y+1/4)2 ≤ x ⇔ (x−y−1/4)2 ≤ y ⇔ |x−y−1/4| ≤ √

y.
2. Ìà¹ìî (3 tg x − ctg x)2 + 5(1 + sin 3x) + (1 − cos 12x) = 0, çâiäêè 3 tg x =

ctg x, sin 3x = −1, cos 12x = 1. Âiäïîâiäü:2πn− π/6, 2πn− 5π/6, n ∈ Z.
3. Äëÿ ïëîù ìà¹ìî S(CMD) = S(AKD) ⇒ S(CFK) = S(AFM) ⇒ S(CKA) =

S(CMA) ⇒ MK ‖ AC ⇒ S(CKA) = S(CPA) ⇒ S(ABCK) = S(ABCP ) ⇒
S(ABCP ) = S(ABCD)/2.

4. Íåõàé f(−1) = a. Äëÿ âñiõ x 6= 0 f(x) − a = af(x) − af(1/x). ßêùî a = 1, òî
f(t) = 1 äëÿ âñiõ t 6= 0, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Ïiäñòàâëÿþ÷è â îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ 1/x â
ÿêîñòi x, ìà¹ìî f(1/x)− a = af(1/x)− af(x). Ç äâîõ ðiâíîñòåé ëåãêî çíàõîäèìî, ùî
f(x)(1 − 2a) = a(1 − 2a). ßêùî a 6= 1/2, òî äëÿ âñiõ x 6= 0 f(x) = a, ùî ñóïåðå÷èòü
óìîâi. Âiäïîâiäü: f(−1) = 1/2.

5. Äîâåäåìî âiäïîâiäíå òâåðäæåííÿ äëÿ ïðÿìîêóòíèêiâ ðîçìiðîì 2m× 19982,m ≥
0, iíäóêöi¹þ ïî m. Äëÿ m = 0 òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì ïðè m = k. Íåõàé m = k + 1.
Ïðîâåäåìî óÿâíó ïðÿìó l, ÿêà ðîçáèâà¹ ïðÿìîêóòíèê Pk+1 ðîçìiðîì 2k+1 × 19982

íà äâà ïðÿìîêóòíèêè ðîçìiðîì 2k × 19982. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âñi ðîçáèâàííÿ
ïðÿìîêóòíèêà Pk+1, ÿêi ìiñòÿòü ïðèíàéìíi îäíó ôiãóðêó, ùî ðîçòèíà¹òüñÿ ïðÿìîþ l.
Ñóêóïíiñòü âñiõ òàêèõ ðîçáèâàíü ðîçïàäà¹òüñÿ íà ïàðè íåñïiâïàäàþ÷èõ ðîçáèâàíü,
êîòði âçà¹ìíî ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ïðÿìî¨ l, i ìiñòèòü ïàðíó êiëüêiñòü N ðîçáèâàíü.

Âñi iíøi ðîçáèâàííÿ ïðÿìîêóòíèêà Pk+1 ïîðîäæóþòü âiäïîâiäíi ðîçáèâàííÿ
äâîõ ïðÿìîêóòíèêiâ ðîçìiðîì 2k × 19982. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, êîæíèé ç öèõ
ïðÿìîêóòíèêiâ ðîçáèâà¹òüñÿ íåïàðíèì ÷èñëîì ñïîñîáiâ, ÿêå ïîçíà÷èìî ÷åðåç L.

Òàêèì ÷èíîì, êiëüêiñòü ñïîñîáiâ ðîçáèâàííÿ ïðÿìîêóòíèêà Pk+1 äîðiâíþ¹ L2 +N,
i ¹ ÷èñëîì íåïàðíèì.
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Çàêëþ÷íèé åòàï XXXVIII Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè þíèõ
ìàòåìàòèêiâ

Ôiíàëüíèé åòàï íàöiîíàëüíîãî çìàãàííÿ þíèõ ìàòåìàòèêiâ 1997-98 íàâ÷àëüíîãî
ðîêó ïðîõîäèâ ç 8 ïî 12 êâiòíÿ â ì. Ìèêîëà¹âi. Â íüîìó âçÿëè ó÷àñòü 198
ó÷íiâ, îëiìïiàäà ïðîõîäèëà çà çâè÷íîþ ñõåìîþ � â äâà òóðè, â êîæíîìó ç ÿêèõ
ïðîïîíóâàëèñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïî 4 çàäà÷i (â 8 êëàñi � ïî 3). ×àñ ðîáîòè êîæíîãî
äíÿ � 4 ãîäèíè (â 8 êëàñi � 3). Ãîëîâíèì êðèòåði¹ì äëÿ âèçíà÷åííÿ ìiñöÿ
êîæíîãî ó÷àñíèêà áóëà êiëüêiñòü çàäà÷, ðîçâ'ÿçàíèõ íèì ïîâíiñòþ ÷è ç íåçíà÷íèìè
íåäîðîáêàìè.

Íåçâàæàþ÷è íà äåÿêi íåçðó÷íîñòi â ïðîâåäåííi íàöiîíàëüíèõ îëiìïiàä öüîãî
ðîêó, ïåðåíåñåííÿ ¨õ òåðìiíiâ, îëiìïiàäà â Ìèêîëà¹âi áóëà äîáðå îðãàíiçîâàíîþ,
ó÷àñíèêàì i ÷ëåíàì æóði áóëè ñòâîðåíi âñi óìîâè äëÿ ïëiäíî¨ ðîáîòè. Íàïåâíî,
öå äîïîìîãëî áàãàòüîì ó÷íÿì óñïiøíî ñïðàâèòèñü iç çàâäàííÿìè. Äåñÿòü ó÷àñíèêiâ
ðîçâ'ÿçàëè âñi çàäà÷i. Âñüîãî ïîíàä ñòî ó÷íiâ ïðàâèëüíî ðîçâ'ÿçàëè áiëüøå ïîëîâèíè
çàäà÷ � ñàìå òàêi ðîáîòè æóði i âiäçíà÷èëî äèïëîìàìè ïåðøîãî, äðóãîãî òà òðåòüîãî
ñòóïåíÿ. Íàâåäåìî ïðiçâèùà ïåðåìîæöiâ îëiìïiàäè, à ïîòiì � óìîâè çàâäàíü, àâòîðiâ
çàïðîïîíîâàíèõ çàäà÷, âêàçiâêè òà ðîçâ'ÿçàííÿ öèõ çàäà÷.

Äèïëîì I ñòóïåíÿ

8 êëàñ

Ãîëóáîâ Îëåêñié (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
Ãðèíüêî Ìèõàéëî (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
Òüîìêií Ìèõàéëî (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)

9 êëàñ

Áåðøòåéí Ìèõàéëî (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
Ãîãîëåâ Àíäðié (ì. Êè¨â, ëiöåé "Ëiäåð")
Ñiäåíêî Ñåðãié (ÓÔÌË)
Ôåäîð÷óê Ìàêñèì (ì. Êè¨â, ëiöåé "Ëiäåð")
Öiöóðà Ïàâëî (ì. Êè¨â, ëiöåé "Ëiäåð")

10 êëàñ

Áîéêî Êîñòÿíòèí (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
Äàâèäîâ Ìàêñèì (ì. Ëüâiâ, ÔÌË)
Çàáiðíèê Îëåêñié (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
Ïèëÿâñüêèé Ïàâëî (ì. Âiííèöÿ, ëiöåé � 7)
Ðóñàíîâ Iâàí (ì. Êè¨â, ëiöåé � 145)

11 êëàñ

Áîíäàðåíêî Àíäðié (ÓÔÌË)
Áîíäàðåíêî Ñåðãié (ÓÔÌË)
Ãðå÷óê Áîãäàí (ÓÔÌË)
Ìåëëiò Àíòîí (ì. Êè¨â, ëiöåé "Ëiäåð")
Òîðáà Ñåðãié (ì. Êè¨â, ëiöåé "Ëiäåð")

Äèïëîì II ñòóïåíÿ

8



8 êëàñ

Âîëîøèí Äåíèñ (ì. Êè¨â, ëiöåé "Ëiäåð")
�ãîëüíiêîâ Ñåðãié (ì. Ìèêîëà¨â, ëiöåé � 1)
Æîëóäü Äìèòðî (ì. Ñåâàñòîïîëü, øêîëà � 3)
Ìåëüíè÷åíêî Ñâÿòîñëàâ (ì. Âiííèöÿ, øêîëà � 21)
Ðóññ¹â Àíäðié (Îäåñüêà îáë., Àðöèçñüêèé ðàéîí, Äåëåíñüêà øêîëà)

9 êëàñ

Äðàãàí Ðîìàí (ì. Ìèêîëà¨â, ìóíiöèïàëüíèé êîëåãióì)
Êàðëþ÷åíêî Îëåêñié (ì. Êè¨â, Ðóñàíiâñüêèé ëiöåé)
Êðàâ÷åíêî Îëåêñié (ì. Êè¨â, ëiöåé "Ëiäåð")
Ïîëÿêîâà Ëþäìèëà (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
Ðèáàê Äìèòðî (ì. Êè¨â, ëiöåé "Íàóêîâà çìiíà")
Ðèáàê Ìèêîëà (ì. Ìèêîëà¨â, ìóíiöèïàëüíèé êîëåãióì)
Òèõèé Þðié (ì. Êè¨â, ëiöåé � 145)
Òêà÷óê Ìèêîëà (ì. Õàðêiâ, ãiìíàçiÿ � 45)

10 êëàñ

Áîÿðèí Iâàí (ì. Òåðíîïiëü, øêîëà � 15)
Âîëêîâ Îëåã (ì. Äîíåöüê, òåõíi÷íèé êîëåäæ)
Ãàëèöüêèé Þðié (ÓÔÌË)
Çàðàéñüêèé Äàíi¨ë (ì. Äîíåöüê, øêîëà � 37)
Ëiñîâà Íàäiÿ (ì. Âiííèöÿ, øêîëà-ëiöåé � 7)
Ìàéäàíñüêèé Ìàêñèì (ì. Êè¨â, ãiìíàçiÿ � 178)
Ìàíçþê Îëåêñàíäð (ì. Ìèêîëà¨â, ìóíiöèïàëüíèé êîëåãióì)
Ïðèìàê Àíäðié (ÓÔÌË)
Ðèæåíêîâ Äåíèñ (ì. Ñåâàñòîïîëü, øêîëà-ãiìíàçiÿ � 1)
Òîâò Ôåäið (Çàêàðïàòñüêà îáë., Áåðåãiâñüêà ãiìíàçiÿ)

11 êëàñ

Áîëòåíêîâ Àíäðié (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
Çäîìñüêèé Ëþáîìèð (ì. Ëüâiâ, ÔÌË)
Êàáëó÷êî Çàõàð (ì. Âiííèöÿ, ãiìíàçiÿ � 17)
Êóïöîâ Îëåêñié (ÓÔÌË)
Ëàáçií Îëåã (ì. Äîíåöüê, ëiöåé ïðè ÄÄÓ)
Ìàéçëiø Ëåîíiä (Õìåëüíèöüêà îáë., ì. Øåïåòiâêà, øêîëà � 1)
Ìàðòþøîâà Iðèíà (ì. Êè¨â, ëiöåé "Ëiäåð")
Ìiñþðà Ñåðãié (ì. Çàïîðiææÿ, ãiìíàçiÿ � 28)
Ïàëi¹íêî Ìèêîëà (ì. Êè¨â, ëiöåé "Íàóêîâà çìiíà")
Ðàáîòÿãîâ Àíäðié (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
Ðÿá÷åíêî Âàëåðié (ì. ×åðíiãiâ, øêîëà � 12)

Äèïëîì III ñòóïåíÿ

8 êëàñ
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Âîëîäüêî Ñåðãié (Äîíåöüêà îáë., ì. Êðàìàòîðñüê, øêîëà � 22)
Âîðîíêî Àíäðié (Âiííèöüêà îáë., ì. Ìîãèëåâ-Ïîäiëüñüêèé, øêîëà � 6)
Äàâèäåíêî Îëåã (Êè¨âñüêà îáë., ì. Áîðîäÿíêà, øêîëà � 1)
Êîæàí Ðîñòèñëàâ (ì. Ëüâiâ, ÔÌË)
Êîíäðàòîâ Îëåêñié (ì. Êè¨â, ëiöåé "Ëiäåð")
ßùóê Àíòîí (ì. Äíiïðîïåòðîâñüê, øêîëà-ëiöåé � 100)

9 êëàñ

Êîïiéêà Ãàííà (ì. Îäåñà, Ðiøåëü¹âñüêèé ëiöåé)
Êðàâ÷óê Âiòàëié (ÓÔÌË)
Îâå÷êî Îëåã (ì. Êè¨â, ëiöåé "Ëiäåð")
Ïàëàìàð÷óê Îëåêñàíäðà (ì. Âiííèöÿ, øêîëà � 34)
Ñèäîðóê Êîñòÿíòèí (ì. Êè¨â, ëiöåé "Ëiäåð")
Òêà÷åíêî Àíäðié (ì. Äíiïðîïåòðîâñüê, øêîëà-ëiöåé � 100)
Òêà÷åíêî Þðié (ÓÔÌË)
Õàð÷óê Ïàâëî (ì. Ñåâàñòîïîëü, øêîëà-ãiìíàçiÿ � 1)
Õðèïêî Àíäðié (ì. ×åðêàñè, ÔÌË)
ßêèìåíêî Äàíèëî (ì. Êè¨â, ãiìíàçiÿ � 178)

10 êëàñ

Áàòðøèí Ðóñëàí (ì. Ëüâiâ, ÔÌË)
Áîðîäií Àíàòîëié (ì. Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, ÔÌË ïðè IÔÄÒÓÍÃ)
Ãàéäîø Áåéëà (Çàêàðïàòñüêà îáë., Áåðåãiâñüêà ãiìíàçiÿ)
Ãðèíüêî Ñåðãié (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
Çåëåíñüêèé Îëåêñié (Õìåëüíèöüêà îáë., ì. Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèèé, ëiöåé

"Àíòåé")
Êîìàðîâ Îëåêñié (ì. Çàïîðiææÿ, ãiìíàçiÿ � 28)
Íàçàðåíêî Ïàâëî (Ñóìñüêà îáë., ì. Øîñòêà, øêîëà � 12)
Ïîëîíñüêèé Ìèêîëà (ì. Êiðîâîãðàä, íàâ÷àëüíî-íàóêîâèé ïåäàãîãi÷íèé êîìïëåêñ)
Ñêîï Àíäðié (ì. Ñóìè, ÍÂÊ � 10)
Ñêîðîõîä Îëåêñàíäð (ì. Äíiïðîïåòðîâñüê, ëiöåé iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié)
Ñòåïàíîâ �âãåí (ì. Êè¨â, ëiöåé "Íàóêîâà çìiíà")
Öâiðêóí Àíäðié (ì. Õìåëüíèöüêèé, øêîëà-ëiöåé � 17)

11 êëàñ

Àíòîíåíêî Îëåêñàíäð (ì. Îäåñà, Ðiøåëü¹âñüêèé ëiöåé)
Áåðøòåéí Îëüãà (ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27)
Ãîðíîñòàé Ìàðiÿ (ì. Æèòîìèð, ïåðøèé ìiñüêèé ëiöåé)
Ãóáåíêî Åëåìèð (Çàêàðïàòñüêà îáë., ì. Áåðåãîâå, øêîëà � 4)
Äåëþêîâ Ìèêèòà (ÓÔÌË)
Äåðåâ'ÿãií Ìàêñèì (ì. Äîíåöüê, ÔÌØ � 35)
Äîðîøåíêî Îëåêñàíäð (Êè¨âñüêà îáë., ì. Áðîâàðè, øêîëà � 8)
�íþòií Àíäðié (ì. Ëüâiâ, øêîëà � 52)
Æèãiíàñ Âëàäèñëàâ (ì. Êè¨â, ëiöåé � 198)
Êîëåñíèêîâ Ìèõàéëî (Äîíåöüêà îáë., ì. Êðàìàòîðñüê, øêîëà � 35)
Êîñöîâ Âiêòîð (Îäåñüêà îáë., ì. Içìà¨ë, Ïîëiòåõíi÷íèé ëiöåé)
Êó÷óêáà¹âà Iðèíà (ì. Ìèêîëà¨â, ìóíiöèïàëüíèé êîëåãióì)
Ëàá'ÿê Îëåã (ì. Òåðíîïiëü, ïåäàãîãi÷íèé ëiöåé)
Ëàñié÷óê Iãîð (ì. Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, ãiìíàçiÿ � 1)
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Ëèñàêîâ �âãåí (×åðíiãiâñüêà îáë., ì. Íiæèí, ëiöåé ïðè ÍÄÏI)
Ìàõîìåä Âàäèì (ì. Ëóöüê, øêîëà � 20)
Ïàíôiëîâ Îëåêñié (Äíiïðîïåòðîâñüêà îáë., ì. Êðèâèé Ðiã, Æîâòíåâèé ëiöåé)
Ðîéòìàí Iãîð (Õìåëüíèöüêà îáë., ì. Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèèé, ëiöåé "Àíòåé")
Ñîëîíåíêî Iãîð (ì. Âiííèöÿ, òåõíi÷íèé ëiöåé)
Òåëåãå¹â Äìèòðî (ÓÔÌË)
Øàõîâà Êàòåðèíà (ì. Ñåâàñòîïîëü, øêîëà-ãiìíàçiÿ � 1)

Çàâäàííÿ îëiìïiàäè

8 êëàñ
1. Â ñiì'¨, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ï'ÿòè îñiá (òàòî, ìàòè òà òðî¹ äiòåé), ïîìiòèëè, ùî

êîëè ïåðåìíîæèòè âiê óñiõ ÷ëåíiâ ñiì'¨ ìiæ ñîáîþ, òî îòðèìà¹ìî 1998. ßêèé âiê
ìàþòü ÷ëåíè ñiì'¨, ÿêùî òàòî ñòàðøèé çà ìàòið íà 10 ðîêiâ?

2. Ïëîùèíà âèìîùåíà ïðàâèëüíèìè øåñòèêóòíèêàìè. Íà öié ïëîùèíi âiäìi÷åíî
äîâiëüíèì ÷èíîì 1998 øåñòèêóòíèêiâ. Äîâåñòè, ùî ñåðåä âiäìi÷åíèõ øåñòèêóòíèêiâ
ìîæíà âèáðàòè 666 òàêèõ, ùî æîäíi äâà ç íèõ íå ìàþòü ñïiëüíèõ âåðøèí.

3. Íà äîøöi ðîçìiðîì n × n (n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2) â ëiâîìó íèæíüîìó
êóòêó ñòî¨òü ôiøêà. Çà îäèí õiä ãðàâåöü ìîæå ïåðåñóíóòè ¨¨ íà íà îäíó êëiòèíêó
âïðàâî, àáî íà îäíó êëiòèíêó âãîðó, àáî íà îäíó êëiòèíêó ïî äiàãîíàëi âïðàâî âãîðó.
Äâî¹ ãðàâöiâ ïî ÷åðçi ðîáëÿòü òàêi õîäè, à âèãðà¹ òîé, õòî ïîñòàâèòü ôiøêó â
ïðàâèé âåðõíié êóò äîøêè. Õòî ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø � ïî÷èíàþ÷èé ÷è
éîãî ñóïåðíèê?

4. Çíàéòè ÷îòèðè îñòàííi öèôðè ÷èñëà

1997 · 51998

â éîãî äåñÿòêîâîìó çàïèñó.
5. Íà ïëîùèíi çàäàíi ïðÿìà l òà äâi òî÷êè A i B, ÿêi ëåæàòü ïî îäèí áiê âiä ïðÿìî¨

l. Çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà ëiíiéêè ïîáóäóéòå òî÷êó C òàê, ùîá ïðÿìà l ïåðåòèíàëà
âiäðiçêè AC i BC âiäïîâiäíî â òàêèõ òî÷êàõ M i N, ùî âiäðiçîê BM � âèñîòà, à
âiäðiçîê AN � ìåäiàíà òðèêóòíèêà ABC.

6. Äîâåñòè, ùî â êëiòèíêè ïðÿìîêóòíî¨ òàáëèöi ðîçìiðîì 5 × 120 (5 ñòîâï÷èêiâ
òà 120 ðÿäêiâ) ìîæíà âïèñàòè ÷èñëà ç íàáîðó {1, 2, 3, 4, 5} òàê, ùîá âèêîíóâàëèñü
íàñòóïíi óìîâè:

1) âñi ÷èñëà êîæíîãî ðÿäêà ðiçíi;
2) âñi ðÿäêè ðiçíi;
3) ìîæíà ðîçáèòè òàáëèöþ íà 24 òàáëèöi ðîçìiðàìè 5 × 5 i, íå ïîâåðòàþ÷è ¨õ,

ñêëàñòè ç íèõ òàáëèöþ ðîçìiðîì 120 × 5 (120 ñòîâï÷èêiâ òà 5 ðÿäêiâ), â ÿêié âñi
ñòîâï÷èêè ðiçíi.

9 êëàñ
1. ×è iñíó¹ íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi òðèêóòíèê, â ÿêîãî êîîðäèíàòè âåðøèí,

òî÷êè ïåðåòèíó ìåäiàí, òî÷êè ïåðåòèíó âèñîò, òî÷êè ïåðåòèíó áiñåêòðèñ òà òî÷êè
ïåðåòèíó ñåðåäèíèõ ïåðïåíäèêóëÿðiâ ¹ öiëèìè ÷èñëàìè?

2. Ñòîðîíà AD ÷îòèðèêóòíèêà ABCD ñïiâïàäà¹ ç äiàìåòðîì îïèñàíîãî íàâêîëî
íüîãî êîëà. Çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà ëiíiéêè ïîáóäóéòå ÿêèé-íåáóäü âïèñàíèé â öå
ñàìå êîëî òðèêóòíèê, ïëîùà ÿêîãî äîðiâíþ¹ ïëîùi ÷îòèðèêóòíèêà ABCD.
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3. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a, b òà c, ùî çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíiñòü abc = 1, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

1 + ab

1 + a
+

1 + bc

1 + b
+

1 + ac

1 + c
≥ 3.

4. Âiäîìî, ùî äiéñíi ÷èñëà x òà y íå ìåíøi çà 1. Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî
íàòóðàëüíîãî n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

[
x

y

]
=

[nx]

[ny]

(÷åðåç [a] ïîçíà÷åíî öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà a, òîáòî íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ùî íå
ïåðåâèùó¹ a). Äîâåäiòü, ùî x = y àáî x òà y ¹ öiëèìè ÷èñëàìè, ïåðøå ç ÿêèõ äiëèòüñÿ
íà äðóãå.

5. Äîâåäiòü, ùî ðiâíÿííÿ

x3 − x = y2 − 19y + 98

íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ ó öiëèõ ÷èñëàõ.
6. Äîâåäiòü, ùî ñóìà êâàäðàòiâ äîâæèí ìåäiàí äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà íå ìåíøà

çà êâàäðàò éîãî ïiâïåðèìåòðà.
7. Äâî¹ ãðàâöiâ ïî ÷åðçi âïèñóþòü ó êëiòèíè êâàäðàòíî¨ äîøêè n× n íàòóðàëüíi

÷èñëà çãiäíî íàñòóïíèõ ïðàâèë: ó êëiòèíó, ÿêà çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi i-ãî ðÿäêà
òà j-ãî ñòîâï÷èêà, ïåðøèé ãðàâåöü ìà¹ ïðàâî âïèñàòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê
÷èñåë i òà j, à äðóãèé ãðàâåöü ìà¹ ïðàâî âïèñàòè íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå öèõ ÷èñåë.
Ïiñëÿ çàïîâíåííÿ äîøêè óñi ÷èñëà ïåðøîãî ñòîâï÷èêà äiëÿòüñÿ íà 1, óñi ÷èñëà äðóãîãî
ñòîâï÷èêà äiëÿòüñÿ íà 2, óñi ÷èñëà òðåòüîãî ñòîâï÷èêà äiëÿòüñÿ íà 3 i òàê äàëi, àæ äî
îñòàííüîãî ñòîâï÷èêà, óñi ÷èñëà ÿêîãî äiëÿòüñÿ íà n. Ïîòiì ðàõó¹òüñÿ äîáóòîê óñiõ
îòðèìàíèõ ÷èñåë. ßêùî ðåçóëüòàò ìåíøèé çà 1, âèãðà¹ ïåðøèé ãðàâåöü, â iíøîìó
âèïàäêó âèãðà¹ äðóãèé ãðàâåöü. Õòî ç ãðàâöiâ ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái ïåðåìîãó � òîé
õòî ïî÷èíà¹ ãðó ÷è éîãî ñóïåðíèê?

8. Íà ïëîùèíi äàíî îïóêëèé 2000-êóòíèê. Äîâåäiòü, ùî íà ïëîùèíi ìîæíà
âiäìiòèòè 1998 òî÷îê òàê, ùîá êîæåí òðèêóòíèê, âåðøèíè ÿêîãî ¹ âåðøèíàìè äàíîãî
2000-êóòíèêà, ìiñòèâ âñåðåäèíi (àëå íå íà ñòîðîíàõ) ðiâíî îäíó ç âiäìi÷åíèõ òî÷îê.

10 êëàñ
1. Çíàéòè âñi ïàpè äiéñíèõ ÷èñåë (x, y), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü piâíiñòü

sin2 x + sin2 y =
|x|
x

+
|y|
y

.

2. Hà ñòîpîíi AC òpèêóòíèêà ABC äîâiëüíî âèáèpà¹òüñÿ òî÷êà M . Håõàé
O � òî÷êà ïåpåòèíó ïåpïåíäèêóëÿpiâ, îïóùåíèõ ç ñåpåäèí âiäpiçêiâ AM òà MC
âiäïîâiäíî íà ïpÿìi BC òà AB. Ïpè ÿêîìó ïîëîæåííi òî÷êè M äîâæèíà âiäpiçêà
OM äîñÿãà¹ íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ?

3. Hà ïpÿìié çàäàíà ñêií÷åíà ìíîæèíà âiäpiçêiâ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêié óìîâi:
ñåpåä áóäü-ÿêèõ 1998 âiäpiçêiâ öi¹¨ ìíîæèíè çíàéäóòüñÿ äâà òàêèõ, ùî ìàþòü ñïiëüíó
òî÷êó (õî÷à á îäíó). Äîâåñòè, ùî íà öié ïpÿìié ìîæíà ìîæíà âiäìiòèòè 1997 òî÷îê
òàê, ùîá áóäü-ÿêèé âiäpiçîê íàøî¨ ìíîæèíè ìiñòèâ õî÷à á îäíó ç öèõ òî÷îê.

4. Ôóíêöiÿ f çàäàíà íà ïpîìiæêó [1, +∞) i ïpè âñiõ x ≥ 1 çàäîâîëüíÿ¹ íåpiâíîñòi
f(2x)√

2
≤ f(x) ≤ x. Äîâåñòè, ùî ïpè êîæíîìó x ≥ 1

f(x) <
√

2x.
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5. Håõàé m � íàéìåíøå ç ÷îòèpüîõ ÷èñåë: 1, x9, y9, z7, äå x, y, z � íåâiä'¹ìíi ÷èñëà.
Äîâåñòè, ùî m ≤ xy2z3.

6. AB i CD � äiàìåòpè êîëà ç öåíòpîì â òî÷öi O. Òî÷êà M íàëåæèòü ìåíøié ç
äóã CB. Ïpÿìi MA i MD ïåpåòèíàþòü õîpäó CB â òî÷êàõ P i Q.

Äîâåñòè, ùî ñóìà ïëîù òpèêóòíèêiâ CPM i MQB piâíà ïëîùi òpèêóòíèêà DPQ.
7. Áàpîí Ìþíõàóçåí ñòâåpäæó¹, ùî äîâiëüíó êiëüêiñòü ãîñòåé âií çìîæå pîçñåëèòè

ïî êiìíàòàõ ñâîãî áóäèíêó òàê, ùî â êîæíié êiìíàòi àáî âñi ãîñòi áóäóòü ïîïàpíî
çíàéîìi, àáî âñi ïîïàpíî íåçíàéîìi. ×è ïpàâäó êàæå áàpîí? (Ââàæà¹ìî, ùî â êîæíó
êiìíàòó ìîæíà ïîñåëèòè äîâiëüíó êiëüêiñòü ãîñòåé, àëå êiëüêiñòü êiìíàò â áóäèíêó
Ìþíõàóçåíà ñêií÷åíà.)

8. Çíàéòè âñi ïàpè ìíîãî÷ëåíiâ f(x), g(x) òàêèõ, ùî äëÿ âñiõ ÷èñåë x, y âèêîíàíà
piâíiñòü

f(xy) = f(x) + g(x)f(y).

11 êëàñ
1. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

√
1 + {2x} = [x2] + 2[x] + 3

([a] ïîçíà÷à¹ íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ùî íå ïåðåâèùó¹ a, {a} = a− [a]).
2. Âèñîòà CD òðèêóòíèêà ABC ïåðåòèíà¹ áiñåêòðèñó BK öüîãî òðèêóòíèêà â

òî÷öi M, à âèñîòó KL òðèêóòíèêà BKC � â òî÷öi N. Íàâêîëî òðèêóòíèêà BKN
îïèñàíî êîëî, ÿêå ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó AB â òî÷öi P 6= B. Äîâåñòè, ùî òðèêóòíèê
KPM ðiâíîáåäðåíèé.

3. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë x, y, z ç ïðîìiæêó (0;1] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

x

1 + y + zx
+

y

1 + z + xy
+

z

1 + x + yz
≤ 3

x + y + z
.

4. Ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó [0;1] i íàáóâà¹ çíà÷åíü ç öüîãî âiäðiçêó.
Âiäîìî, ùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî λ ç ïðîìiæêó (0;1), äëÿ ÿêîãî f(λ) 6= 0 òà f(λ) 6= λ, i
òàêîæ

f(f(x) + y) = f(x) + f(y)

äëÿ âñiõ x òà y, ùî âõîäÿòü äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ öi¹¨ ðiâíîñòi.
à) Íàâåñòè ïðèêëàä òàêî¨ ôóíêöi¨.
á) Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ [0; 1]

f(f(. . . f︸ ︷︷ ︸
19

(x) . . .)) = f(f(. . . f︸ ︷︷ ︸
98

(x) . . .)).

5. Ñêiëüêè äiéñíèõ êîðåíiâ ìà¹ ðiâíÿííÿ
2

π
arccos x =

√
1− x2 + 1 ?

6. Íà äîøöi íàïèñàíî ÷èñëà 1, 1998, 1999. Çà îäèí êðîê äîçâîëÿ¹òüñÿ âèòåðòè
îäíå ç ÷èñåë i çàìiñòü íüîãî çàïèñàòè ðiçíèöþ ìiæ éîãî êâàäðàòîì òà ïîòðî¹ííèì
äîáóòêîì äâîõ iíøèõ ÷èñåë. ×è ìîæíà, âèêîíóþ÷è òàêi äi¨, ç ïî÷àòêîâîãî íàáîðó
îòðèìàòè òðiéêó ÷èñåë, ñóìà ÿêèõ äîðiâíþ¹ íóëþ?

7. Äâi êóëi ðiçíèõ ðàäióñiâ äîòèêàþòüñÿ çîâíiøíiì ÷èíîì â òî÷öi P. Äàíi âiäðiçêè
AB i CD òàêi, ùî îäíà ç êóëü äîòèêà¹òüñÿ äî íèõ â òî÷êàõ A i C, äðóãà � â òî÷êàõ
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B i D. Íåõàé M i N � öå ïðîåêöi¨ ñåðåäèí âiäðiçêiâ A i BD íà ïðÿìó, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç öåíòðè äàíèõ êóëü. Äîâåñòè, ùî PM = PN.

8. Íåõàé x1, x2 . . . xn, . . . � öå ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêà, ùî

x1 = 1, xn+1 =
n2

xn

+
xn

n2
+ 2, n ≥ 1.

Äîâåñòè, ùî
à) xn+1 ≥ xn äëÿ âñiõ n ≥ 4;
á) [xn] = n äëÿ âñiõ n ≥ 4 ([a] ïîçíà÷à¹ íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ùî íå ïåðåâèùó¹ a).
Àâòîðè çàäà÷ îëiìïiàäè: Î.Ô.Êðèæàíiâñüêèé (9.6), Î.Ã.Êóêóø (10.4),

Î.Î.Êóð÷åíêî (8.2), Â.Ì.Ëåéôóðà (11.5), Â.Ñ.Ìàçîð÷óê (8.6, 9.1, 9.4, 9.7),
Â.Ñ.Ìàçîð÷óê òà Ñ.À.Îâñi¹íêî (10.8), I.Ï.Íàãåëü (10.6), Î.Í.Íåñòåðåíêî (8.1),
Â.Ì.Ðàä÷åíêî (8.3, 11.6), Â.Ì.Ðàä÷åíêî òà Â.À.ßñiíñüêèé (11.3), I.Â.Ôåäàê (9.2, 9.5,
11.2), Í.Ì.Øóíäà (11.1), Â.À.ßñiíñüêèé (8.4, 8.5, 9.3, 9.8, 10.1, 10.2, 10.3, 10.5, 10.7,
11.4, 11.7, 11.8).

Âêàçiâêè òà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷
8 êëàñ

1. Ðîçêëàäåìî ÷èñëî 1998 íà ïðîñòi ìíîæíèêè (1998 = 2 · 33 · 37) i
ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî âiê êîæíî¨ îñîáè ñiì'¨ ¹ äiëüíèêîì öüîãî ÷èñëà. Äàëi
ïåðåáîðîì âñòàíîâëþ¹ìî, ùî òàòîâi 37 ðîêiâ, ìàòåði � 27, îäíié äèòèíi 2 ðîêè, à
äâi iíøi äèòèíè ìàþòü ïî îäíîìó ðîêó.

2. Âñi øåñòèêóòíèêè ïëîùèíè ìîæíà ïîôàðáóâàòè â îäèí ç òðüîõ êîëüîðiâ òàê,
ùîá øåñòèêóòíèêè îäíàêîâîãî êîëüîðó íå ìàëè ñïiëüíèõ âåðøèí. Ç 1998 ôiãóð
çíàéäóòüñÿ 1998 / 3 = 666 øåñòèêóòíèêiâ îäíîãî êîëüîðó.

3. Âiäìiòèìî êëiòèíêè òàê, ÿê ïîêàçàíî íà ìàëþíêó, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî çâåðõó
ðÿäêà òà äðóãîãî ñïðàâà ñòîâï÷èêà. Ãðàâåöü, ùî ðîáèòü õiä ç âiäìi÷åííî¨ ïîçèöi¨ ìîæå
çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø. Öå ìîæíà ïåðåâiðèòè ïåðåáîðîì, ïî÷èíàþ÷è ç âåðõíüîãî
âiäìi÷åíîãî ðÿäêà òà ïðàâîãî âiäìi÷åíîãî ñòîâï÷èêà. Âiäïîâiäü çàëåæèòü âiä òîãî,
÷è âiäìi÷åíà ëiâà íèæíÿ êëiòèíêà, òîáòî âiä ïàðíîñòi n. Ïðè ïàðíèõ n âèãðàø ìîæå
çàáåçïå÷èòè ñîái ïî÷èíàþ÷èé, ïðè íåïàðíèõ � éîãî ñóïåðíèê.

× × × × × × ×
×

× × × × × ×
× ×

× × × × ×
× × ×

× × × ×

4. Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî îñòàííi ÷îòèðè öèôðè ÷èñåë 5n, ïî÷èíàþ÷è ç n = 5,
ïåðiîäè÷íî ïîâòîðþþòüñÿ: 3125, 5625, 8125, 0625, 3125, 5625,. . . . Òîìó îñòàííiìè
÷îòèðìà öèôðàìè ÷èñëà 51998 áóäóòü 5625, à ÷èñëà 1997 · 51998 � 3125.

5. Íåõàé O � ñåðåäèíà âiäðiçêà AB, òîäi ON � ñåðåäíÿ ëiíiÿ 4ABC, òîáòî
ON ‖ AC. Îñêiëüêè ∠AMB = 90◦, òî òî÷êà M � öå òî÷êà ïåðåòèíó l ç êîëîì,
äiàìåòðîì ÿêîãî ¹ âiäðiçîê AB. Çâiäñè é âèïëèâà¹ ïîòðiáíà ïîáóäîâà.

6. Âïèøåìî â ðÿäêè ç íîìåðàìè 1, 6, 11,. . . , 116 âñi ìîæëèâi ïåðåñòàíîâêè
åëåìåíòiâ íàáîðó {1, 2, 3, 4, 5}, â ÿêèõ íà ïåðøîìó ìiñöi ñòî¨òü 1 (¨õ áóäå 24). Ïiä
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êîæíèì òàêèì ðÿäêîì íàïèøåìî éîãî öèêëi÷íèé çñóâ âëiâî, ïiä îòðèìàíèì � ùå
çñóâ âëiâî, i òàê ùå äâà ðàçè. Äàëi òàáëèöÿ ðîçáèâà¹òüñÿ íà 24 êâàäðàòè 5 × 5,
ÿêi ðîçìiùåíi îäèí ïiä îäíèì. Ïîòiì âèêëàäåìî ¨õ ãîðèçîíòàëüíî â áóäü-ÿêîìó
ïîðÿäêó. Äîâåäåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 3). Äëÿ öüîãî äîñèòü ïîìiòèòè, ùî i-òèé
ðÿäîê êîæíî¨ êâàäðàòíî¨ òàáëèöi, ÿêà óòâîðèëàñÿ ïiñëÿ ðîçáèòòÿ, ñïiâïàäà¹ ç i-òèì
ñòîâï÷èêîì, ïðî÷èòàíèì çãîðè äîíèçó. Âèêîíàííÿ óìîâè 3) òåïåð âèïëèâà¹ ç óìîâè
1).

9 êëàñ
1. Òàê, iñíó¹. Âiçüìåìî òðèêóòíèê ABC ç âåðøèíàìè A(0, 0), B(3, 0) òà C(0, 4).

Òî÷êîþ ïåðåòèíó âèñîò öüîãî òðèêóòíèêà ¹ òî÷êà A(0, 0), à òî÷êîþ ïåðåòèíó
ñåðåäèííèõ ïåðïåíäèêóëÿðiâ ¹ òî÷êà D(3/2, 2). Òàê ÿê ðàäióñ âïèñàíîãî â öåé
òðèêóòíèê êîëà äîðiâíþ¹ S/p = 1, òî÷êà ïåðåòèíó áiñåêòðèñ ìà¹ êîîðäèíàòè E(1, 1).
Êðiì òîãî, òî÷êà ïåðåòèíó ìåäiàí ìà¹ êîîðäèíàòè F (1, 4/3). Çàñòîñóâàâøè äî ABC
ãîìîòåòiþ âiäíîñíî A(0, 0) ç êîåôiöi¹íòîì 6, îòðèìà¹ìî øóêàíèé òðèêóòíèê.

2. Ñïåðøó ïðîâåäåìî ÷åðåç òî÷êó A ïðÿìó, ùî ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¨ BD i
ïîçíà÷èìî ÷åðåç E òî÷êó ïåðåòèíó ïðîâåäåíî¨ ïðÿìî¨ ç íàøèì êîëîì. Òàê ÿê AD
¹ äiàìåòðîì, ìàòèìåìî ïðÿìîêóòíèê ABDE. Ïiñëÿ öüîãî ïîáóäó¹ìî ñåðåäèííèé
ïåðïåíäèêóëÿð äî AE, ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç C i òî÷êó N íà âiäðiçêó AE. Äîâåäåìî,
ùî òðèêóòíèê ACE ¹ øóêàíèì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M òî÷êó ïåðåòèíó âiäðiçêiâ BD
òà CN . Òîäi ïëîùà S òðèêóòíèêà AEC ¹ ïîëîâèíîþ äîáóòêó äîâæèí âiäðiçêiâ
CN òà AE. Òàê ÿê CN = NM + MC, ìà¹ìî 2S = AE · NM + MC · AE. Òàê
ÿê AE = BD i MN = AB, ìà¹ìî 2S = BD · AB + MC · BD. Àëå òåïåð ïðàâà
÷àñòèíà çáiãà¹òüñÿ ç ïîäâî¹íîþ ïëîùåþ ÷îòèðèêóòíèêà ABCD. Öå îçíà÷à¹, ùî ACE
¹ øóêàíèì òðèêóòíèêîì.

3. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi i óìîâó abc = 1, ìà¹ìî

1 + ab

1 + a
+

1 + bc

1 + b
+

1 + ac

1 + c
=

1 + c

c(1 + a)
+

1 + a

a(1 + b)
+

1 + b

b(1 + c)
≥

≥ 3 3

√
1 + c

c(1 + a)
· 1 + a

a(1 + b)
· 1 + b

b(1 + c)
= 3.

4. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ïðè öiëèõ x òà y ìà¹ìî [x] = x, [y] = y i x äiëèòüñÿ
íà y, áî [x]

[y]
=

x

y
=

[
x

y

]
¹ öiëèì ÷èñëîì.

Íåõàé x = k + a, y = l + b, äå k = [x], l = [y]. Òîäi, [x]

[y]
=

k

l
=

[
x

y

]
¹ öiëèì ÷èñëîì.

Îòæå, k äiëèòüñÿ íà l. Ïðèïóñòèìî, ùî a 6= 0. Òîäi, äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî n,
ìàòèìåìî [na] = 1. Îòæå,

[
x

y

]
=

[nx]

[ny]
=

[n(k + a)]

[ny]
=

nk + 1

[ny]
.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îòðèìó¹ìî
[
x

y

]
[ny] = nk + 1. Àëå

[
x

y

]
=

k

l
, i k äiëèòüñÿ íà k

l
.

Îòæå, 1 äiëèòüñÿ íà k

l
i ìè ìà¹ìî k = l. Îòæå

[
x

y

]
= 1. Ç î÷åâèäíî¨ íåðiâíîñòi x ≥ y

ìè îòðèìó¹ìî a ≥ b.
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ßêùî a = b ìà¹ìî x = y. Ïðèïóñòèìî, ùî a > b. Òîäi çíàéäåòüñÿ òàêå íàòóðàëüíå
÷èñëî n, äëÿ ÿêîãî [n(a− b)] > 0. Äëÿ öüîãî n ìè ìàòèìåìî

1 =
[nx]

[ny]
=

nk + [na]

nk + [nb]
=

nk + [nb + n(a− b)]

nk + [nb]
.

Àëå çíà÷åííÿ îñòàííüîãî äðîáó áiëüøå 1, òàê ÿê [n(b − a)] > 0 i ìè îòðèìó¹ìî
ïðîòèði÷÷ÿ. Îñòàòî÷íî x = y àáî x òà y ¹ öiëèìè ÷èñëàìè, ïåðøå ç ÿêèõ äiëèòüñÿ íà
äðóãå.

5. Òàê ÿê x3 − x = (x− 1)x(x + 1), ùî ¹ äîáóòêîì òðüîõ ïîñëiäîâíèõ öiëèõ ÷èñåë,
ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà 3 ïðè áóäü-ÿêîìó x. Ç iíøîãî áîêó, ïðè y = 3k àáî
y = 3k+1 ïðàâà ÷àñòèíà äà¹ îñòà÷ó 2 ïðè äiëåííi íà 3, à ïðè y = 3k+2 ïðàâà ÷àñòèíà
äà¹ îñòà÷ó 1 ïðè äiëåííi íà 3. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî äàíå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ öiëî÷èñåëüíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ.

6. Âèêîðèñòà¹ìî âiäîìi ôîðìóëè

m2
a =

2b2 + 2c2 − a2

4
, m2

b =
2a2 + 2c2 − b2

4
, m2

c =
2a2 + 2b2 − c2

4
.

Äîäàâøè ¨õ, ìàòèìåìî

m2
a + m2

b + m2
c =

3(a2 + b2 + c2)

4
.

Îòæå,

m2
a + m2

b + m2
c − p2 =

3(a2 + b2 + c2)

4
−

(
a + b + c

2

)2

=

=
2a2 + 2b2 + 2c2 − 2ab− 2ac− 2bc

4
=

(a− b)2 + (b− c)2 + (a− c)2

4
≥ 0.

7. Çàáåçïå÷èòè ñîái ïåðåìîãó ìîæå äðóãèé ãðàâåöü. ßêùî n � ïàðíå, âií ìà¹
ðîáèòè õîäè â òó êëiòèíêó, ùî ñèìåòðè÷íà êëiòèíöi, â ÿêó ùîéíî ïîõîäèâ ïåðøèé
ãðàâåöü, âiäíîñíî ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi äîøêè (ÿêùî ïåðøèé ãðàâåöü ïîõîäèâ íà
äiàãîíàëü, äðóãèé òàêîæ õîäèòü íà äiàãîíàëü). ßêùî n � íåïàðíå, âií ìà¹ õîäèòè
òàê ñàìî, ÿê îïèñàíî ïåðåä öèì, â òîìó âèïàäêó, êîëè âií ìîæå çðîáèòè òàêèé õiä.
ßêùî âií íå ìîæå ïîõîäèòè òàêèì ÷èíîì, âií ðîáèòü áóäü-ÿêèé õiä. Äîòðèìóþ÷èñü
ïîäiáíî¨ ñòðàòåãi¨, äðóãèé çàáåçïå÷èòü íàñòóïíå: â êîæíó ïàðó êëiòèíîê, ñèìåòðè÷íèõ
âiäíîñíî ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi, îáèäâà ãðàâöi çðîáëÿòü ïî îäíîìó õîäó. Îòæå, äîáóòîê
÷èñåë ó äîâiëüíié ïàði êëiòèíîê, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñëàìè i òà j, çãiäíî ç
âiäîìîþ òîòîæíiñòþ ïðî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê òà íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå,
äîðiâíþâàòèìå i · j. Çâiäñè, ïiñëÿ çàïîâíåííÿ äîøêè, äîáóòîê óñiõ ÷èñåë â íié
äîðiâíþâàòèìå (1 · 2 · 3 · · · · · n)n. Âèêîíàâøè äiëåííÿ ÷èñåë ó êîæíîìó ñòîâï÷èêó
(ìîæíà ñïî÷àòêó ðàõóâàòè äîáóòîê, à ïîòiì äiëèòè), ìè îòðèìà¹ìî â ðåçóëüòàòi 1,
ùî îçíà÷à¹ ïåðåìîãó äðóãîãî ãðàâöÿ.

8. Ïîçíà÷èìî ïîñëiäîâíî âåðøèíè äàíîãî 2000-êóòíèêà ÷åðåç A1, A2, . . . , A2000.
Äëÿ êîæíîãî 1 < k < 2000 âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó Bk âñåðåäèíi ïåðåòèíó
òðèêóòíèêiâ A1AkA2000 òà Ak−1AkAk+1 i äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà òî÷îê {Bk} ¹
øóêàíîþ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî 4ApAqAr, äå 1 ≤ p < q < r ≤ 2000. Òàê ÿê p ≤ q− 1
(r ≥ q + 1), ïðîìiíü AqAp (AqAr) ëåæèòü âñåðåäèíi êóòà ∠A1AqAq−1 (∠A2000AqAq+1).
Çâiäñè i ç îïóêëîñòi 2000-êóòíèêà âèïëèâà¹, ùî 4ApAqAr öiëêîì ìiñòèòü ïåðåòèí
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òðèêóòíèêiâ A1AqA2000 òà Aq−1AqAq+1, à îòæå, òî÷êà Bq ëåæèòü âñåðåäèíi òðèêóòíèêà
ApAqAr. Ç iíøîãî áîêó, ëèøå ïðè k = p, q, r òðèêóòíèê ApAqAr ìà¹ ñïiëüíi âíóòðiøíi
òî÷êè ç 4Ak−1AkAk+1. Àëå, ïðè k = p, r òðèêóòíèêè A1AkA2000 òà ApAqAr íå ìàþòü
ñïiëüíèõ âíóòðiøíiõ òî÷îê. Îòæå, Bk íå íàëåæèòü òðèêóòíèêó ApAqAr ïðè n 6= k.

10 êëàñ
1. ßêùî îäíå ç ÷èñåë x, y � âiä'¹ìíå, à iíøå äîäàòíå, òî òîäi sin2 x + sin2 y = 0,

òîìó sin x = sin y = 0, îòæå x = nπ, y = mπ, äå öiëi ÷èñëà m,n piçíèõ çíàêiâ.
ßêùî îáî¹ íåâiäîìèõ äîäàòíi, òî sin2 x + sin2 y = 2, à îñêiëüêè sin2 t ≤ 1 äëÿ

êîæíîãî äiéñíîãî t, òî sin x = ±1 i sin y = ±1. Îòæå x = nπ + π/2, y = mπ + π/2, äå
m,n � öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà.

ßêùî æ îáî¹ íåâiäîìèõ âiä'¹ìíi, òî sin2 x + sin2 y = −2, ùî íåìîæëèâî.
Òàêèì ÷èíîì, àáî x = nπ, y = mπ, äå öiëi ÷èñëà m,n piçíèõ çíàêiâ, àáî x =

nπ + π/2, y = mπ + π/2, äå m,n � öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà.

2. Ïpè ãîìîòåòi¨ ç êîåôiöiåíòîì 2 âiäíîñíî òî÷êè
M ïpîâåäåíi ïåpïåíäèêóëÿpè ïåpåõîäÿòü ó âèñîòè
òpèêóòíèêà ABC, îòæå òî÷êà O ïåpåõîäèòü â òî÷êó H
ïåpåòèíó âèñîò òpèêóòíèêà ABC. Îòæå OM = 1

2
HM ,

à òîìó íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ âåëè÷èíà OM íàáóâà¹,
êîëè M � îñíîâà âèñîòè òpèêóòíèêà ABC, ïpîâåäåíî¨
ç âåpøèíè B.

3. Håõàé A � äàíà ìíîæèíà âiäpiçêiâ íà ïpÿìié. Håõàé A′ � ìíîæèíà âñiõ òèõ
âiäpiçêiâ ç A, ÿêi íå ïîêpèâàþòü æîäíîãî âiäpiçêà ìíîæèíè A. Ïîçíà÷èìî e1 �
âiäpiçîê ç íàéáiëüøèì ïpàâèì êiíöåì ñåpåä óñiõ âiäpiçêiâ ìíîæèíè A′. Håõàé A1 �
ìíîæèíà âiäpiçêiâ ç A′, ùî íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê ç âiäpiçêîì e1. Hàäàëi, êîæåí
âiäpiçîê ei+1 � âiäpiçîê ç íàéáiëüøèì ïpàâèì êiíöåì ñåpåä âiäpiçêiâ ìíîæèíè Ai, à
ìíîæèíà Ai+1 � ìíîæèíà òèõ âiäpiçêiâ ç Ai, ùî íå ïåpåòèíàþòüñÿ ç âiäpiçêîì ei+1.
Ïpîäîâæèìî öþ ïpîöåäópó âèáîpó âiäpiçêiâ äîêè öå ìîæëèâî. Ìíîæèíà îápàíèõ
âiäpiçêiâ e1, . . . , en ìiñòèòü íå áiëüøå íiæ 1997 åëåìåíòiâ, îñêiëüêè æîäíi äâà ç íèõ
íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê.

Äëÿ êîæíîãî âiäpiçêà e ìíîæèíè A′ çíàéäåòüñÿ òàêèé íîìåp i, ùî âiäpiçîê e
íàëåæèòü ìíîæèíi Ai, àëå íå íàëåæèòü ìíîæèíi Ai+1 (çàóâàæèìî, ùî An � ïîpîæíÿ
ìíîæèíà, iíàêøå ìè ùå ìîãëè á çíàéòè âiäpiçîê en+1). Öå îçíà÷à¹, ùî âiäpiçîê e ìà¹
ñïiëüíi òî÷êè ç âiäpiçêîì ei+1, à îñêiëüêè ei+1 � âiäpiçîê ç íàéáiëüøèì ïpàâèì êiíöåì
ñåpåä âiäpiçêiâ ìíîæèíè Ai, òî ïpàâèé êiíåöü âiäpiçêà ei+1 íå ìåíøèé çà ïpàâèé
êiíåöü e, i êpiì òîãî, e íå ìîæå áóòè ïîâíiñòþ ïîêpèòèì âiäpiçêîì ei+1, òîìó ëiâèé
êiíåöü âiäpiçêà ei+1 ëåæèòü íà âiäpiçêó e. Òàêèì ÷èíîì, êîæåí âiäpiçîê ìíîæèíè A′

ìiñòèòü ëiâèé êiíåöü îäíîãî ç âiäpiçêiâ e1, . . . , en.
Êîæåí âiäpiçîê ìíîæèíè A ïîêpèâà¹ äåÿêèé âiäpiçîê ìíîæèíè A′, ÿêèé â ñâîþ

÷åpãó ìiñòèòü ëiâèé êiíåöü äåÿêîãî âiäpiçêó ei. Îòæå ïpÿìié ìîæíà ìîæíà âiäìiòèòè
1997 òî÷îê òàê, ùîá áóäü-ÿêèé âiäpiçîê ìíîæèíè A ìiñòèâ õî÷à á îäíó ç öèõ òî÷îê.
Äëÿ öüîãî äîñèòü âçÿòè ëiâi êiíöi âiäpiçêiâ e1, . . . , en, i äîäàòè äî íèõ 1997 − n
äîâiëüíèõ òî÷îê, ÿêùî n < 1997.

4. Äîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî n íåpiâíiñòü f(x) <
√

2x íà êîæíîìó ç iíòåpâàëiâ
[2n−1, 2n) îêpåìî, äå n � äîâiëüíå íàòópàëüíå ÷èñëî. Öèì ìè äîâåäåìî íåpiâíiñòü,
îñêiëüêè òàêi iíòåpâàëè ïîêpèâàþòü âåñü ïpîìiíü [1, +∞).

Áàçà iíäóêöi¨. Äëÿ 1 ≤ x < 2 ìà¹ìî f(x) ≤ x =
√

x
√

x <
√

2
√

x =
√

2x.
Êpîê iíäóêöi¨. Ïpèïóñòèìî, äëÿ âñiõ x ç iíòåpâàëó [2n−1, 2n) íåpiâíiñòü f(x) <

√
2x

ìà¹ ìiñöå. Håõàé 2n ≤ x < 2n+1. Òîäi f(x) ≤ √
2f(x/2) <

√
2
√

x =
√

2x, îñêiëüêè
2n−1 ≤ x/2 < 2n.
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5. ßêùî m = 1, òî âñi ÷èñëà x9, y9, z7 áiëüøi àáî piâíi îäèíèöi, òîìó i ÷èñëà x, y, z
íå ìåíøi çà îäèíèöþ. Òîäi m = 1 ≤ xy2z3.

ßêùî z ≤ 1, òî ìè ìà¹ìî íåpiâíîñòi:

m ≤ x9, m2 ≤ y18, m6 ≤ z42 ≤ z27.

Ïåpåìíîæèâøè íåpiâíîñòi, îòpèìó¹ìî: m9 ≤ x9y18z27, òîáòî m ≤ xy2z3.
ßêùî æ m < 1 i z > 1, òî ïåpåìíîæèâøè ïåpøi äâi íåpiâíîñòi, îòpèìó¹ìî:

m9 < m3 ≤ x9y18 < x9y18z27,

òîáòî m < xy2z3.
6. Äîñèòü äîâåñòè, ùî ïëîùi òpèêóòíèêiâ 4CMB i 4DPM piâíi. Ïëîùà

òpèêóòíèêà 4CMB piâíà ñóìi ïëîù òpèêóòíèêiâ 4CMP i 4PMB. Ïåpøà piâíà
ïîëîâèíi äîáóòêó äîâæèíè ñòîpîíè PM íà äîâæèíó âèñîòè CH1 òpèêóòíèêà
4CMP . Äpóãà ïëîùà piâíà ïîëîâèíi äîáóòêó äîâæèíè ñòîpîíè PM íà âèñîòó
BH2 òpèêóòíèêà 4PMB. Ïëîùà æ òpèêóòíèêà 4DPM äîpiâíþ¹ ïîëîâèíi äîáóòêó
äîâæèíè ñòîpîíè PM íà âèñîòó DH3 öüîãî òpèêóòíèêà. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâåäåííÿ
òâåpäæåííÿ çàäà÷i äîñèòü äîâåñòè piâíiñòü

CH1 + BH2 = DH3.

Ñóìà CH1 + BH2 piâíà äîâæèíi ïpÿìî¨ ïpîåêöi¨ âiäpiçêà CB íà ïpÿìó,
ïåpïåíäèêóëÿpíó ïpÿìié AM , â òîé ÷àñ êîëè DH3 äîpiâíþ¹ äîâæèíi ïpÿìî¨ ïpîåêöi¨
âiäpiçêà AD íà òó æ ïpÿìó. Àëå, îñêiëüêè AB i CD � äiàìåòpè, òî ACBD �
ïpÿìîêóòíèê, òîìó âiäpiçêè CB i AD ïàpàëåëüíi i piâíi, îòæå ¨õ ïpÿìi ïpîåêöi¨
piâíi.

7. Áàpîí êàæå íåïpàâäó. Håõàé â áóäèíêó áàpîíà n êiìíàò. Òîäi âií íå çìîæå
pîçñåëèòè êîìïàíiþ ãîñòåé, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç n + 1 ãpóïè, â êîæíié ç ÿêèõ n + 1
ïîïàpíî çíàéîìèõ ãîñòåé, ïpè÷îìó ãîñòi ç piçíèõ ãpóï ìiæ ñîáîþ íå çíàéîìi.

Ñïpàâäi, ÿê áè íå pîçñåëÿâ ãîñòåé Ìþíõàóçåí, â êîæíié êiìíàòi çíàéäóòüñÿ äâî¹
çíàéîìèõ iç îäíi¹¨ ãpóïè ãîñòåé, îòæå â êîæíié êiìíàòi ïîâèííi áóòè ïîïàpíî çíàéîìi
ãîñòi. Öå îçíà÷à¹, ùî â êîæíó êiìíàòó òpåáà ïîñåëÿòè ëèøå ãîñòåé ç îäíi¹¨ ãpóïè,
àëå öå íå ìîæëèâî, òîìó ùî ãpóï ãîñòåé áiëüøå íiæ êiìíàò.

8. Ïpèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî y0, ùî f(y0) 6= 0. Òîäi ç óìîâè çàäà÷i
áåçïîñåpåäíüî âèïëèâà¹, ùî g(x) = f(xy0)−f(x)

f(y0)
äëÿ âñiõ x.

Òîäi

g(x1x2) =
f(x1x2y0)− f(x1x2)

f(y0)
=

=
1

f(y0)
(f(x1) + g(x1)f(x2y0)− f(x1)− g(x1)f(x2)) =

=
1

f(y0)

(
f(x1) +

f(x1y0)− f(x1)

f(y0)
f(x2y0)− f(x1)− f(x1y0)− f(x1)

f(y0)
f(x2)

)
=

=
f(x1y0)− f(x1)

f(y0)
· f(x2y0)− f(x2)

f(y0)
= g(x1)g(x2).

Òàêèì ÷èíîì g(x1x2) = g(x1)g(x2) äëÿ âñiõ x1, x2. Hå âàæêî äîâåñòè, ùî ÿêùî
g(x) � ìíîãî÷ëåí, òî iç òàêî¨ piâíîñòi âèïëèâà¹, ùî g(x) = xn, äå n � íåâiä'¹ìíå öiëå
÷èñëî, àáî g(x) = 0 äëÿ âñiõ x. Â îñòàííüîìó âèïàäêó f(xy) = f(x) äëÿ âñiõ x, y,
òîáòî f(x) � êîíñòàíòà.
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Ó âèïàäêó, êîëè g(x) = xn ïiäñòàâèìî â piâíÿííÿ çàäà÷i y = 0, îòpèìó¹ìî

f(0) = f(x) + xnf(0),

òîáòî f(x) = C(1− xn) äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ C.
ßêùî æ äëÿ âñiõ x ìà¹ìî f(x) = 0, òî òîäi äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí g(x)

çàäîâîëüíÿòèìå óìîâó çàäà÷i.
Òàêèì ÷èíîì, îñòàòî÷íà âiäïîâiäü òàêà: àáî g(x) = 0, à f(x) � ñòàëà, àáî

f(x) = 0, à g(x) � äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí, àáî f(x) = C(1 − xn), à g(x) = xn äëÿ
äåÿêîãî íàòópàëüíîãî n. Çà äîïîìîãîþ ïåpåâipêè ïåpåêîíó¹ìîñÿ, ùî âñi öi pîçâ'ÿçêè
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó çàäà÷i.

11 êëàñ
1. Îñêiëüêè 1 + 2{x} öiëå, ìîæëèâi äâà âèïàäêè: 1)x = k, 2)x = k + 1

2
, äå k ¹

öiëèì ÷èñëîì. Ó âèïàäêó 1) ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ k2 + 2k + 3 = 0, ÿêå íå ìà¹
ðîçâ'ÿçêiâ. Ó âèïàäêó 2) ìà¹ìî k2 + 3k + 2 = 0, çâiäêè k1 = −1, k2 = −2. Âiäïîâiäü:
x1 = −1

2
, x2 = −3

2
.

2. Ìà¹ìî, ùî (äèâ. ìàëþíîê) ∠1 = ∠PBK = ∠PNK ÿê âïèñàíi, ùî ñïèðàþòüñÿ
íà îäíó äóãó, ∠1+∠2 = 90◦. Òîìó MN = NK. ∠DPN = ∠BKL = ∠2. Òîìó ∠DNP =
90◦−∠2 = ∠1, NQ ¹ áiñåêòðèñîþ, NQ ⊥ MK, çâiäêè 4PMN = 4PKN, PM = PK.

3. Ïðàâèëüíîþ ¹ íåðiâíiñòü
x

1 + y + zx
≤ 1

x + y + z
,

áî x ∈ (0; 1], x2 + xy ≤ 1 + y. Àíàëîãi÷íî îöiíþ¹ìî i iíøi äîäàíêè.
4. à) Âiçüìåìî ÷èñëî β ∈ (0; 1), β < λ. Óìîâi çàäà÷i áóäå, íàïðèêëàä,

çàäîâîëüíÿòè ôóíêöiÿ f òàêà, ùî f(x) = 0 äëÿ 0 ≤ x ≤ β, f(x) = 1 äëÿ β < x ≤ 1.
á) Ïîçíà÷èìî f(0) = ϕ. ßêùî ϕ = 0, òî ïîêëàâøè â ðiâíÿííi y = 0, áóäåìî ìàòè

f(f(x)) = f(x), çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ çàäà÷i. Íåõàé ϕ ∈ (0, 1], òîäi f(ϕ) =
f(f(0) + 0) = f(0) + f(0) = 2ϕ, i äàëi çà iíäóêöi¹þ äîâîäèìî, ùî f(f(. . . f︸ ︷︷ ︸

n

(x) . . .)) =

(n+1)ϕ. Â äåÿêèé ìîìåíò öÿ âåëè÷èíà ïåðåâèùèòü 1, ùî ñóïåðå÷èòü äàíié ìíîæèíi
çíà÷åíü f.

5. Âiäïîâiäü: îäèí êîðiíü. Ðîçãëÿíüòå ìîíîòîííiñòü ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèí íà [-1;0],
íà [0;1] òà ¨õ çíà÷åííÿ íà êiíöÿõ öèõ âiäðiçêiâ.

6. ßêùî ìè âèòèðà¹ìî ÷èñëî êðàòíå 3, òî çàìiñòü íüîãî çàïèñó¹ìî ÷èñëî, ÿêå
òàêîæ êðàòíå 3, â iíøèõ âèïàäêàõ îòðèìó¹ìî ÷èñëî âèãëÿäó 3k + 1, äå k öiëå. Òîìó
ñóìà çàïèñàíèõ ÷èñåë çàâæäè áóäå ìàòè âèãëÿä 3m + 2, m öiëå, i íóëüîâó ñóìó
îòðèìàòè íå ìîæíà.

7. Íåõàé ω1(O1, R1) òà ω2(O2, R2) � êóëi, ÿêi äîòèêàþòüñÿ äî âiäðiçêiâ AB i
CD âiäïîâiäíî â òî÷êàõ A i C òà B i D. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K, G, F, L ñåðåäèíè
âiäðiçêiâ AB,BD, DC, CA âiäïîâiäíî. îñêiëüêè ñåðåäèíà âiäðiçêà ïðîåêòó¹òüñÿ â
ñåðåäèíó éîãî ïðîåêöi¨ íà ïðÿìó, òî äîñèòü äîâåñòè, ùî òî÷êà O ïåðåòèíó äiàãîíàëåé
ïàðàëåëîãðàìà KGFL ïðîåêòó¹òüñÿ â òî÷êó P. Äiéñíî, O1A ⊥ AB, O2B ⊥ AB, à òîìó
O1K

2 − O2K
2 = (R2

1 + AB2/4) − (R2
2 + AB2/4) = O1P

2 − O2P
2, òîáòî PK ⊥ O1O2.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî PF ⊥ O1O2. Îòæå, KF ïðîåêòó¹òüñÿ â òî÷êó P, òîìó i
òî÷êà O ïðîåêòó¹òüñÿ â òî÷êó P (ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðîåêòóâàííÿ íà ïðÿìó O1O2).

8. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ïóíêò á). Íåõàé

f(x) =
x

n2
+

n2

x
+ 2.

19



Òîäi
xn+1 = f(xn), n ≥ 1. (1)

Ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ïîõiäíó f ′(x) = (x2 − n4)/(n2x2), i òîìó ¹ ñïàäíîþ íà iíòåðâàëi
(0, n2).

Ëåãêî ïiäðàõóâàòè, ùî x1 = 1, x2 = 4, x3 = 4, x4 = 169/36 òà [x4] = 4. Ìåòîäîì
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåäåìî, ùî ïðè âñiõ n ≥ 4 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

n +
2

n
< xn < n + 1. (2)

Áàçó iíäóêöi¨ ïðè n = 4 ìè âæå ïåðåâiðèëè. Äëÿ îáãðóíòóâàííÿ iíäóêöiéíîãî êðîêó
ïîêàæåìî, ùî ç (2) áóäå âèïëèâàòè, ùî

n + 1 +
2

n + 1
< xn+1 < n + 2. (3)

×åðåç òå, ùî ôóíêöiÿ f ¹ ñïàäíîþ íà (n, n2), ç (2) ìà¹ìî

f(n + 1) < f(xn) = xn+1 < f(n +
2

n
). (4)

Òàêîæ ìà¹ìî, ùî

f(n + 1) =
n2

n + 1
+

n + 1

n2
+ 2 = n + 1 +

1

n + 1
+

n + 1

n2
>

n + 1 +
2

n + 1
. (5)

Òàêîæ îòðèìó¹ìî, ùî

f(n +
2

n
) = f(

n2 + 2

n
) =

n3

n2 + 2
+

n2 + 2

n3
+ 2.

Òåïåð âiäìiòèìî, ùî
f(n +

2

n
) < n + 2. (6)

Öÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äëÿ n > 1

n3

n2 + 2
+

n2 + 2

n3
+ 2− (n + 2) =

(3n2 + 2)(2− n2)

n3(n2 + 2)
< 0.

Òàêèì ÷èíîì, ç íåðiâíîñòåé (6), (5), (4) ìà¹ìî

n + 1 +
2

n + 1
< f(n + 1) < xn+1 < f(n +

2

n
) < n + 2,

çâiäêè âèïëèâà¹ (3).
Òîìó (2) ¹ ïðàâèëüíèìè äëÿ âñiõ n ≥ 4, i òîäi ìà¹ìî, ùî [xn] = n, ïóíêò á)

äîâåäåíî.
Ç ðîçãëÿíóòèõ îöiíîê òåïåð ëåãêî îòðèìó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ ïóíêòà à). Ñïðàâäi,

xn+1 − xn =
xn

n2
+

n2

xn

+ 2− xn =
(n2 + xn)2 − (nxn)2

n2xn

> 0,

îñêiëüêè
xn < n + 1 <

n2

n− 1
⇒ xn(n− 1) < n2 ⇔ nxn < xn + n2.

Òîìó xn+1 > xn, n ≥ 1.
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Âiäáiðêîâî-òðåíóâàëüíi çáîðè êîìàíäè Óêðà¨íè ïî ïiäãîòîâöi
äî 39-î¨ Ìiæíàðîäíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ îëiìïiàäè

ßê i â áiëüøîñòi iíøèõ êðà¨í, ñêëàä êîìàíäè Óêðà¨íè äëÿ ó÷àñòi â Ìiæíàðîäíié
îëiìïiàäi áóâ âèçíà÷åíèé íà âiäáiðêîâî-òðåíóâàëüíèõ çáîðàõ. Âîíè ïðîõîäèëè â
òðàâíi íà áàçi Ëüâiâñüêîãî ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íîãî ëiöåþ, i íà íèõ áóëè çàïðîøåíi 12
êðàùèõ ó÷àñíèêiâ îñòàííüî¨ Âñåóêðà¨íñüêî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ îëiìïiàäè. Öå áóëè ó÷íi 11
êëàñó À.Áîëòåíêîâ, À.Áîíäàðåíêî, Ñ.Áîíäàðåíêî, Á.Ãðå÷óê, Ç.Êàáëó÷êî, À.Ìåëëiò,
Ñ.Òîðáà òà ó÷íi 10 êëàñó Ê.Áîéêî, Ì.Äàâèäîâ, Î.Çàáiðíèê, Ï.Ïèëÿâñüêèé, I.Ðóñàíîâ.
×îòèðè âiäáiðêîâèõ òóðà âèçíà÷èëè øêîëÿðiâ, ùî óâiéøëè äî íàøî¨ êîìàíäè, ïiñëÿ
÷îãî äëÿ âñiõ ó÷àñíèêiâ çáîðiâ áóëè ïðîâåäåíi òåîðåòè÷íi çàíÿòòÿ (ñêëàä êîìàíäè
ïîäàíî â ðîçäiëi, ïðèñâ'ÿ÷åíîìó Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié îëiìïiàäi).

Â ïðîâåäåííi çáîðiâ âçÿëè ó÷àñòü âèêëàäà÷i Â.Ì.Ëåéôóðà (ì. Ìèêîëà¨â,
ïåäàãîãi÷íèé iíñòèòóò), I.Ì.Ìiòåëüìàí (ì. Îäåñà, Ðiøåëü¹âñêèé ëiöåé),
Â.Ì.Ðàä÷åíêî (ì.Êè¨â, óíiâåðñèòåò iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà) òà Â.À.ßñiíñüêèé
(ì. Âiííèöÿ, ïåäàãîãi÷íèé óíiâåðñèòåò).

Äàëi ïîäàþòüñÿ óìîâè òà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷, ùî ñêëàëè ÷îòèðè âiäáiðêîâi
çàâäàííÿ äëÿ ó÷àñíèêiâ çáîðiâ. Íà âèêîíàííÿ êîæíîãî çàâäàííÿ äàâàëîñÿ ÷îòèðè
ç ïîëîâèíîþ ãîäèíè, ðîçâ'ÿçàííÿ êîæíî¨ çàäà÷i îöiíþâàëîñÿ â 7 áàëiâ.
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Çàâäàííÿ 1

1. Äëÿ êîæíî¨ ñêií÷åíî¨ ìíîæèíè íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ U íà ïëîùèíi ïîçíà÷èìî
÷åðåç l(U) äîâæèíó ñóìè âñiõ âåêòîðiâ U. Äëÿ ñêií÷åíî¨ ìíîæèíè íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ
V íà ïëîùèíi ¨¨ ïiäìíîæèíà B áóäå íàçèâàòèñü ìàêñèìàëüíîþ, ÿêùî l(B) íå ìåíøà
çà l(A) äëÿ áóäü-ÿêî¨ A ⊂ V.

à) Ïîáóäóâàòè ìíîæèíè ç 4 òà 5 âåêòîðiâ, ÿêi ìàþòü 8 òà 10 ìàêñèìàëüíèõ ìíîæèí
âiäïîâiäíî.

á) Äîâåñòè, ùî êîæíà ìíîæèíà V ç n âåêòîðiâ (n ∈ N) ìà¹ íå áiëüøå, íiæ 2n
ìàêñèìàëüíèõ ïiäìíîæèí.

2. Çíàéòè âñi íàòóðàëüíi k, äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:
ßêùî F (x) � ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

0 ≤ F (c) ≤ k äëÿ âñiõ c ∈ {0, 1, . . . , k + 1},
òî F (0) = F (1) = · · · = F (k + 1).

3. Íåõàé f0, f1, f2, . . . � ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

f0 = 0, f1 = 1, fi+2 = fi + fi+1 äëÿ i ≥ 0.

Íåõàé n ≥ 2 òà íåâiä'¹ìíi ÷èñëà a0, a1, a2, . . . , an çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

a0 = 1, ai ≤ ai+1 + ai+2 äëÿ i = 0, 1, . . . n− 2.

Äîâåñòè, ùî
a0 + a1 + · · ·+ an ≥ fn+2 − 1

fn

òà ÷èñëî â ïðàâié ÷àñòèíi íå ìîæå áóòè çàìiíåíèì íà áiëüøå.

Çàâäàííÿ 2

4. Äàíî êâàäðàò ðîçìiðàìè n × n, ðîçáèòèé íà n2 êâàäðàòèêiâ ðîçìiðàìè 1 ×
1 çâè÷àéíèì ÷èíîì. Çíàéòè ìàêñèìàëüíó ìîæëèâó êiëüêiñòü éîãî ðîçáèòòiâ íà
ïðÿìîêóòíèêè ðîçìiðàìè 1 × k (ãîðèçîíòàëüíî òà âåðòèêàëüíî ðîçòàøîâàíi, k �
äîâiëüíi íàòóðàëüíi) òàêèõ, ùî áóäü-ÿêi äâà ðîçáèòòÿ íå ìàþòü äâîõ îäíàêîâèõ
ïðÿìîêóòíèêiâ íà îäíîìó i òîìó æ ìiñöi.

5. Äàíi íàòóðàëüíå ÷èñëî n ≥ 3 òà äiéñíå ÷èñëî x. Âiäîìî, ùî äðîáîâi ÷àñòèíè
÷èñåë x, x2 òà xn îäíàêîâi. Äîâåñòè, ùî x � öiëå.

6. Íà ïëîùèíi äàíî îïóêëèé øåñòèêóòíèê ABCDEF. Ïðÿìi AB òà EF, EF òà
CD, CD òà AB ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷êàõ P, Q, R âiäïîâiäíî. Ïðÿìi BC òà DE, DE
òà FA, FA òà BC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷êàõ S, T, U âiäïîâiäíî. Âiäîìî, ùî

AB

PR
=

CD

RQ
=

EF

QP
.

Äîâåñòè, ùî
BC

US
=

DE

ST
=

FA

TU
.

Çàâäàííÿ 3
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7. Äàíî ïàðàëåëîãðàì ABCD òàêèé, ùî òðèêóòíèê ABD � ãîñòðîêóòíèé òà
∠BAD = 45◦. Íà ñòîðîíàõ ïàðàëåëîãðàìà âçÿòî âiäìiííi âiä âåðøèí òî÷êè K ∈
AB, L ∈ BC, M ∈ CD, N ∈ DA òàêèì ÷èíîì, ùî íàâêîëî ÷îòèðèêóòíèêà KLMN
ìîæíà îïèñàòè êîëî, i ðàäióñ öüîãî êîëà äîðiâíþ¹ ðàäióñàì îïèñàíèõ êië òðèêóòíèêiâ
ANK òà CLM. Íåõàé S � òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé KLMN. Çíàéòè ìíîæèíó
âñiõ ìîæëèâèõ ïîëîæåíü òî÷êè S äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ âêàçàíèõ ïîëîæåíü òî÷îê
K, L,M, N.

8. Äàíî âçà¹ìíî ïðîñòi íàòóðàëüíi ÷èñëà m òà n. Çíàéòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé
äiëüíèê ÷èñåë 5m + 7m òà 5n + 7n.

9. Íåõàé f òà g � ôóíêöi¨, êîæíà ç ÿêèõ ¹ ñòðîãî ìîíîòîííîþ, âèçíà÷åíîþ íà
ìíîæèíi âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë R, òà ìíîæèíîþ çíà÷åíü ìà¹ R . Äëÿ êîæíîãî x ∈ R

f(g−1(x)) + g(f−1(x)) = 2x.

Âiäîìî, ùî iñíó¹ x0 ∈ R òàêå, ùî f(x0) = f(x0). Äîâåñòè, ùî f(x) = g(x) äëÿ âñiõ
x ∈ R (f−1 òà g−1 ïîçíà÷àþòü ôóíêöi¨, îáåðíåíi äî f òà g âiäïîâiäíî).

Çàâäàííÿ 4

10. Äàíî ôóíêöiþ f, âèçíà÷åíó íà ìíîæèíi âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë R i òàêó, ùî äëÿ
âñiõ x ∈ R

f(f(x)) = 2− x.

Äîâåñòè, ùî ãðàôiê f ïåðåõîäèòü â ñåáå ïðè ïîâîðîòi ç öåíòðîì â òî÷öi (1,1) íà 90◦

(ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè).
11. Íà ïëîùèíi äàíi äåâ'ÿòü òî÷îê, æîäíi òðè ç ÿêèõ íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.

Äåÿêi ç öèõ òî÷îê ç'¹äíàíi âiäðiçêàìè. ßêó íàéìåíøó êiëüêiñòü âiäðiçêiâ ìîæíà
ïðîâåñòè, ùîá âèêîíóâàëàñü òàêà âëàñòèâiñòü: äëÿ áóäü-ÿêèõ ï'ÿòè òî÷îê ç äàíèõ
çíàéäóòüñÿ íå ìåíøå äâîõ âiäðiçêiâ, êîæíèé ç ÿêèõ ç'¹äíó¹ äåÿêi äâi òî÷êè ç öèõ
ï'ÿòè.

12. Íåõàé n ≥ 2 òà äàíî ìíîãî÷ëåí

P (x) = xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + · · ·+ an−1x + 1

òàêèé, ùî âñi ak � íàòóðàëüíi ÷èñëà òà ai = an−i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , n− 1.
Äîâåñòè, ùî iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ðiçíèõ ïàð íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (k, l) òàêèõ,

ùî P (k) äiëèòüñÿ íà l òà P (l) äiëèòüñÿ íà k. (Ïàðè íàçèâàþòüñÿ ðiçíèìè, ÿêùî â íèõ
âiäðiçíÿþòüñÿ àáî ïåðøi åëåìåíòè, àáî äðóãi åëåìåíòè, àáî i òi i òi.)

Âêàçiâêè òà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷
1. à) Ïîáóäó¹ìî ïðèêëàä äëÿ n = 4. Âiçüìåìî ðiâíîñòîðîííié òðèêóòíèê ABC,

òî÷êó ïåðåòèíó ìåäiàí ÿêîãî ïîçíà÷èìî ÷åðåç O. Âåêòîð −→OC ðîçiá'¹ìî â ñóìó −→OC =−→
OP +

−→
OQ äâîõ âåêòîðiâ îäíàêîâî¨ äîâæèíè, êîæíèé ç ÿêèõ óòâîðþ¹ êóò 15◦ ç −→OC. ßê

ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ çà äîïîìîãîþ ïåðåáîðó, ÷åòâiðêà âåêòîðiâ −→OA,
−−→
OB,

−→
OP,

−→
OQ

ìà¹ 8 ìàêñèìàëüíèõ ïiäìíîæèí.
Äëÿ n = 5 ìè ìîæåìî âçÿòè âåêòîðè, ùî ñïiâïàäàþòü iç ñòîðîíàìè ïðàâèëüíîãî

ï'ÿòèêóòíèêà, i íàïðÿìîê ÿêèõ äà¹ éîãî îáõiä ïî ïåðèìåòðó.
á) Çâåäåìî ïî÷àòîê âñiõ n âåêòîðiâ äî îäíi¹¨ òî÷êè K. Íåõàé B � äåÿêà

ìàêñèìàëüíà ïiäìíîæèíà. Ïðîâåäåìî ÷åðåç K ïðÿìó a, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ñóìè
âåêòîðiâ B. Òîäi äî B âõîäÿòü òi i òiëüêè òi âåêòîðè, ÿêi ëåæàòü â òié æå ïiâïëîùèíi
ïî âiäíîøåííþ äî a, ùî i ñóìà âåêòîðiâ B. (Iíàêøå âêàçàíà ìíîæèíà íå áóëà
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á ìàêñèìàëüíîþ). Òàêèì ÷èíîì, êîæíà ìàêñèìàëüíà ïiäìíîæèíà ¹ ìíîæèíà âñiõ
âåêòîðiâ, ùî ëåæàòü ïî îäèí áiê âiä äåÿêî¨ ïðÿìî¨ ÷åðåç K. Ïîâåðòàþ÷è ïðÿìó
íàâêîëî K, ìè îòðèìà¹ìî íå áiëüøå n ðiçíèõ ðîçáèòòiâ íàøèõ âåêòîðiâ íà äâi
ïiäìíîæèíè, êîæíà ç ÿêèõ ìîæå âèÿâèòèñü ìàêñèìàëüíîþ, i iíøèõ ìàêñèìàëüíèõ
ïiäìíîæèí íå iñíó¹. Òàêèì ÷èíîì, âñüîãî ìîæå áóòè íå áiëüøå çà 2n òàêèõ
ïiäìíîæèí.

2. Âiäïîâiäü: äëÿ k ≥ 4.
Ïîêàæåìî, ùî ïðè ìåíøèõ k äàíå òâåðäæåííÿ íåâiðíå. Öå iëþñòðóþòü,

íàïðèêëàä, òàêi ìíîãî÷ëåíè:
äëÿ k = 1 F (x) = −x(x− 2),
äëÿ k = 2 F (x) = x(x− 2)(x− 3),
äëÿ k = 3 F (x) = −x(x− 2)2(x− 4).
Òåïåð íåõàé k ≥ 4. Âiäîìî, ùî äëÿ ìíîãî÷ëåíà ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè F (x) òà

m, n ∈ Z (m 6= n) F (m) − F (n) äiëèòüñÿ íà m − n. Òîìó F (k + 1) − F (0) äiëèòüñÿ
íà k + 1, i ç óìîâè 0 ≤ F (x) ≤ k ìà¹ìî F (k + 1) = F (0), F (x) − F (0) = x(x − k −
1)G(x) äëÿ äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè G(x). ëåãêî ïåðåêîíàòèñü,
ùî |x(x − k − 1)| > k äëÿ x = 2, 3, . . . k − 1. Îñêiëüêè |F (x) − F (0)| ≤ k äëÿ öèõ x,
ìà¹ìî G(x) = 0, x = 2, 3, . . . k − 1, çâiäêè

F (x)− F (0) = x(x− 2) . . . (x− k + 1)(x− k − 1)H(x)

äëÿ äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè H(x). Òåïåð ìà¹ìî, ùî |F (1) −
F (0)| = k(k−2)!|H(1)N. Îñêiëüêè k(k−2)! > k äëÿ k ≥ 4, ç óìîâè çàäà÷i îòðèìó¹ìî,
ùî H(1) = 0. Àíàëîãi÷íî H(k) = 0. Îòæå, F (x)− F (0) = 0, x = 0, 1, . . . , k.

3. (Á.Ãðå÷óê) Ïîêàæåìî, ùî äàíå ÷èñëî â ïðàâié ÷àñòèíi íå ìîæå áóòè çáiëüøåíå.
Ïîêëàäåìî

ak =
fn−k

fn

, 0 ≤ k ≤ n.

Iíäóêöi¹þ çà n ëåãêî ïåðåâiðèòè ðiâíiñòü f0 + f1 + · · · + fn = fn+2 − 1, n ≥ 0, òîìó
öåé íàáið äà¹ ðiâíiñòü â óìîâi çàäà÷i.

Òåïåð äîâåäåìî, ùî äàíà íåðiâíiñòü çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíi
÷èñëà a0, a1, . . . , an, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì çàäà÷i. Äàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
ïîçíà÷åííÿ

ck =
fn−k

fn

, 0 ≤ k ≤ n.

ßêáè ïðè äåÿêîìó k ìè ìàëè ck > ak, ck+1 > ak+1, òî áóëî á ck−1 = ck + ck+1 >
ak + ak+1 ≥ ak−1. Àíàëîãi÷íî äàëi ck−2 > ak−2, . . . , c0 > a0, àëå c0 = a0 = 1. Òîìó òàêî¨
ïàðè íåðiâíîñòåé íåìà¹. Ïðè ck > ak áóäå ck + ck+1 = ck−1 ≤ ak−1 ≤ ak + ak+1.

Âèäiëèìî ìíîæèíó ÷èñåë ckj
> akj

, òîäi âñi ÷èñëà ckj+1 äî öi¹¨ ìíîæèíè íå
ïîïàäàþòü, i äëÿ êîæíîãî j ckj

+ ckj+1 ≤ akj
+akj+1 (âiäìiòèìî, ùî cn â öié ìíîæèíi

íåìà¹, îñêiëüêè cn = 0). Äëÿ iíøèõ çíà÷åíü iíäåêñó áóäå ck ≤ ak. Äîäàâøè âñi
îòðèìàíi íåðiâíîñòi, îäåðæèìî

a0 + a1 + · · ·+ an ≥ c0 + c1 + · · ·+ cn =
f0 + f1 + · · ·+ fn

fn

=
fn+2 − 1

fn

.

4. Âiäïîâiäü: 2n− 1.
Ðîçãëÿíåìî ëiâèé âåðõíié êâàäðàò ðîçìiðàìè 1 × 1. Iñíó¹ ðiâíî 2n − 1 ðiçíèõ

ïðÿìîêóòíèêiâ ðîçìiðàìè 1 × k, 1 ≤ k ≤ n, ùî ïîêðèâàþòü öåé êâàäðàò. Òîìó
ÿêùî âçÿòè áiëüøå íiæ 2n − 1 ðîçáèòòiâ, äåÿêi äâà ç íèõ áóäóòü ìàòè ñïiâïàäàþ÷i
ïðÿìîêóòíèêè.

Ç iíøîãî áîêó, iñíó¹ ìíîæèíà ç 2n− 1 ðîçáèòòiâ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó çàäà÷i.
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Äëÿ n = 1 � öå îäíå ðîçáèòòÿ, ùî ñïiâïàäà¹ ç íàøèì öiëèì êâàäðàòîì 1× 1.
Äëÿ n = 2 áåðåìî ðîçáèòòÿ êâàäðàòó 2 × 2 íà äâi ðiâíi ÷àñòèíè âåðòèêàëüíîþ

ëiíi¹þ ðîçðiçó, àíàëîãi÷íå ðîçáèòòÿ ãîðèçîíòàëüíîþ ëiíi¹þ òà ðîçáèòòÿ íà îäèíè÷íi
êâàäðàòè.

Äëÿ n ≥ 3 ìè âiçüìåìî n − 3 ðîçáèòòÿ, ùî óòâîðþþòüñÿ ïðîâåäåííÿì îäíi¹¨
âåðòèêàëüíî¨ ëiíi¨ íà âiäñòàíi k âiä ëiâî¨ ñòîðîíè êâàäðàòà, 2 ≤ k ≤ n − 2 òà
ïðîâåäåííÿì n − 1 ãîðèçîíòàëüíî¨ ëiíi¨, ùî äiëÿòü êâàäðàò íà ñìóæêè øèðèíîþ
1. Äîäàìî n−3 ðîçáèòòiâ, ùî óòâîðþþòüñÿ ç ïîïåðåäíiõ ïîâîðîòîì íà 90◦. Âiçüìåìî
îäíå ðîçáèòòÿ, â ÿêîìó âçÿòî ñìóæêó ðîçìiðàìè n × 1 âçäîâæ ëiâî¨ ñòîðîíè
êâàäðàòà, à çàëèøåíà ÷àñòèíà êâàäðàòà ïîäiëåíà íà ãîðèçîíòàëüíi ñìóæêè ðîçìiðàìè
1 × (n − 1). Äîäàìî ùå òðè ðîçáèòòÿ, ùî óòâîðþþòüñÿ ç îñòàííüîãî ïîâîðîòàìè íà
90◦, 180◦, 270◦. Ùå âiçüìåìî ðîçáèòòÿ íà êâàäðàòè 1 × 1. Âñüîãî îòðèìó¹ìî 2n − 1
ðîçáèòòiâ, ÿêi, íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, çàäîâîëüíÿþòü óìîâó çàäà÷i.

5. Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî x2 = x + p, xn = x + q äëÿ äåÿêèõ öiëèõ ÷èñåë
p òà q. Ïðè öüîìó p = x2 − x ≥ −1/4. Òàêîæ p öiëå, äëÿ p = 0 òâåðäæåííÿ çàäà÷i
î÷åâèäíå, òîìó p ≥ 1. Ìà¹ìî, ùî

x3 = xx2 = x(x + p) = x2 + px = x + p + px = (p + 1)x + p.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, çà iíäóêöi¹þ íåâàæêî äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ k ≥ 3 xk = akx+ bk

äëÿ äåÿêèõ öiëèõ ÷èñåë ak ≥ 2, bk ≥ 1. Òàê ïðèõîäèìî äî òîãî, ùî xn = x+q = anx+
bn, çâiäêè x � ðàöiîíàëüíå ÷èñëî. Äî òîãî æ âîíî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi xn−x−p = 0.
Çà âiäîìèì òâåðäæåííÿì ïðî ðàöiîíàëüíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè
òàêå x ïîâèííå áóòè öiëèì.

6. (Ì.Äàâèäîâ) Íåõàé
AB

PR
=

CD

RQ
=

EF

QP
= k.

Òîäi −→AB = k
−→
PR,

−−→
CD = k

−→
RQ,

−→
EF = k

−→
QP, çâiäêè −→AB +

−−→
CD +

−→
EF = ~0, i çíà÷èòü,−−→

BC +
−−→
DE +

−→
FA = ~0. Çíà÷èòü, ïàðàëåëüíèì ïåðåíîñîì âåêòîðiâ −−→

BC,
−−→
DE,

−→
FA

ìîæíà ñêëàñòè òðèêóòíèê. Éîãî ñòîðîíè áóäóòü ïàðàëåëüíi âiäïîâiäíèì ñòîðîíàì
òðèêóòíèêà STU (îñêiëüêè ïåðåíîñ ïàðàëåëüíèé), òîìó ðiâíi âiäïîâiäíi êóòè, i öi
òðèêóòíèêè ¹ ïîäiáíèìè. Çâiäñè ìà¹ìî ïîòðiáíó ðiâíiñòü.

7. Âiäïîâiäü: âiäðiçîê BD áåç òî÷îê B, D.
Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî S ëåæèòü íà âiäðiçêó BD (ïðè öüîìó çðîçóìiëî, ùî íå â

éîãî êiíöÿõ).
Âïèñàíèé êóò ∠KLN ñïèðà¹òüñÿ íà òîé æå ñàìèé âiäðiçîê, ùî i ∠KAN = 45◦,

ïðè÷îìó â êîëi òîãî æ ñàìîãî ðàäióñà. Òîìó ∠KLN äîðiâíþ¹ 45◦ àáî 135◦. Àíàëîãi÷íi
âèñíîâêè ðîáèìî äëÿ êóòiâ ∠KMN, ∠LKM, ∠LNM. Òåïåð âiäìiòèìî, ùî æîäåí ç
öèõ êóòiâ íå ìîæå äîðiâíþâàòè 135◦, îñêiëüêè òîäi â òðèêóòíèêó KLS àáî MNS
ñóìà äâîõ êóòiâ âèÿâèëàñü áè íå ìåíøîþ çà 180◦.

Òîìó SK = SL, ∠LSK = 90◦, i îñêiëüêè ∠KBL = 135◦, íà êîëi ç öåíòðîì S,
ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè K òà L, ëåæèòü ùå é òî÷êà B, SL = SB. Àíàëîãi÷íî
SD = SN. Òîìó ∠SDN = ∠SND = ∠SLB = ∠SBL. Ïðÿìi SB òà SD ïàðàëåëüíi,
îòæå, âîíè ñïiâïàäàþòü, S ∈ BD.

Òåïåð âiçüìåìî áóäü-ÿêó âíóòðiøíþ òî÷êó S äiàãîíàëi BD òà ïîêàæåìî, ùî
äëÿ íå¨ iñíó¹ âiäïîâiäíèé ÷îòèðèêóòíèê KLMN. Ïðîâåäåìî êîëî ç öåíòðîì â S òà
ðàäióñîì SB, íà éîãî ïåðåòèíi iç ñòîðîíîþ AB âiçüìåìî òî÷êó K, iç ñòîðîíîþ BC �
òî÷êó L. Òàêîæ íà êîëi ç öåíòðîì â S òà ðàäióñîì SD íà ïåðåòèíi iç ñòîðîíîþ CD
âiçüìåìî òî÷êó M, iç ñòîðîíîþ AD � òî÷êó N. Òîäi ∠SND = ∠SDN = ∠SBL =
∠SLB, i S ëåæèòü íà ïðÿìié LN. Àíàëîãi÷íî S ∈ KM. Îñêiëüêè ∠KBL = ∠MDN =
135◦, â ïðîâåäåíèõ êîëàõ áóäå ∠KLM = ∠KMN = ∠LKM = ∠LNM = 45◦. Òîìó
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íàâêîëî KLMN ìîæíà îïèñàòè êîëî, i éîãî ðàäióñ äîðiâíþ¹ ðàäióñàì îïèñàíèõ êië
òðèêóòíèêiâ CLM òà AKN.

8. Íåõàé m > n. Îñêiëüêè 5 òà 7 âçà¹ìíî ïðîñòi, ìà¹ìî, ùî

ÍÑÄ(5m + 7m, 5n + 7n) = ÍÑÄ(5m + 7m − 5m−n(5n + 7n), 5n + 7n) =

ÍÑÄ(7n(7m−n − 5m−n), 5n + 7n) = ÍÑÄ(7m−n − 5m−n, 5n + 7n).

Ïðîäîâæóþ÷è òàêi äi¨ äàëi, ç àëãîðèòìó Åâêëiäà îòðèìà¹ìî, ùî øóêàíå çíà÷åííÿ
îáîâ'ÿçêîâî ¹ äiëüíèêîì îäíîãî ç ÷èñåë

5ÍÑÄ(m,n) + 7ÍÑÄ(m,n), 7ÍÑÄ(m,n) − 5ÍÑÄ(m,n).

Òîìó äëÿ âçà¹ìíî ïðîñòèõ m, n öå çíà÷åííÿ îáîâ'ÿçêîâî ¹ äiëüíèêîì 12.
Ç iíøîãî áîêó, ñóìà îäíàêîâèõ íåïàðíèõ ñòåïåíiâ äiëèòüñÿ íà ñóìó îñíîâ (öå

âèïëèâà¹ ç âiäîìîãî ðîçêëàäó òàêîãî äâó÷ëåíà íà ìíîæíèêè). Òîìó äëÿ íåïàðíèõ m
òà n áóäóòü 5m +7m òà 5n +7n äiëèòèñÿ íà 12, i òîìó ¨õ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê
äîðiâíþ¹ 12.

ßêùî, íàïðèêëàä, ÷èñëî m ïàðíå, òî ðîçãëÿäàííÿ îñòà÷ çíà÷åííÿ 5m + 7m ïðè
äiëåííi íà 3 òà 4 ïîêàçó¹, ùî ïîäiëüíîñòi íà 3 òà 4 íåìà¹. Òîìó øóêàíèé ÍÑÄ ìîæå
äîðiâíþâàòè òiëüêè 1 àáî 2. Î÷åâèäíî, ùî ðîçãëÿäóâàíi çíà÷åííÿ ïàðíi, òîìó â öüîìó
âèïàäêó ÍÑÄ äîðiâíþ¹ 2.

Âiäïîâiäü: 12 äëÿ îáîõ íåïàðíèõ m, n; 2 â iíøèõ âèïàäêàõ.
9. (À.Ìåëëiò) Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ çàäà÷i íåâiðíå, òà iñíó¹ a0 òàêå, ùî

f(a0) 6= g(a0). Ïîçíà÷èìî = f(a0) − g(a0). Ìè ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ai, i ≥ 0,
òàêó, ùî ai+1 = g−1(f(ai)) äëÿ âñiõ i ≥ 0. Òàêîæ äëÿ i ≤ 0 ïîêëàäåìî ai−1 = f−1(g(ai).

Âiçüìåìî x = f(ai) = g(ai+1), òîäi áóäå f(g−1(x)) = f(ai+1), g(f−1(x)) = g(ai).
Òåïåð, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü ç óìîâè çàäà÷i, ìè ìà¹ìî:

f(ai+1) + g(ai) = 2x = f(ai) + g(ai+1).

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ âñiõ (äîäàòíèõ òà âiä'¹ìíèõ) i

f(ai+1)− g(ai+1) = f(ai)− g(ai) = · · · = f(a0)− g(a0) = c.

Îñêiëüêè g(ai) = f(ai−1), áóäåìî ìàòè:

f(ai)− f(ai−1) = c, f(ai) = f(a0) + ci.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî c > 0 (äëÿ c < 0 ìiðêóâàííÿ ïðîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî). Òîäi
çíàéäåòüñÿ òàêå i, ùî f(ai) ≤ f(x0), f(ai+1) > f(x0). Òàêîæ ìà¹ìî:

g(ai+1) = f(ai) ≤ f(x0) = g(x0).

ßêùî ai+1 > x0, òî f � çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, à g � ñïàäíà. Òîäi f−1 � çðîñòàþ÷à
ôóíêöiÿ, g−1 òà f(g−1(x)) + g(f−1(x)) � ñïàäíi. Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî îñòàííÿ
ñóìà ¹ ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ i ïðè ai+1 < x0. Òîìó âîíà íå ìîæå ñïiâïàäàòè ç 2x �
çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹, ùî îáîâ'ÿçêîâî c = 0.

10. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ïðè ïîâîðîòi êîîðäèíàòíî¨ ïëîùèíè íà 90◦ ó
âêàçàíîìó â óìîâi íàïðÿìêó âiäíîñíî öåíòðó (1, 1) òî÷êà ç êîîðäèíàòàìè (x, y)
ïåðåõîäèòü â òî÷êó ç êîîðäèíàòàìè (2−y, x). Òîìó äîâiëüíà òî÷êà ãðàôiêà (x, f(x))
ïðè òàêîìó ïîâîðîòi ïåðåéäå â òî÷êó (2 − f(x), x). Ùîá ïîêàçàòè, ùî öÿ òî÷êà
íàëåæèòü ãðàôiêó, äîñèòü ïåðåâiðèòè ðiâíiñòü

f(2− f(x)) = x. (7)
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ßêùî f(y) = f(z), òî f(f(y)) = f(f(z)), i ç óìîâè çàäà÷i îòðèìó¹ìî, ùî y = z.
Òîìó äëÿ ïåðåâiðêè (7) äîñèòü ïîêàçàòè, ùî

f(f(2− f(x))) = f(x).

Òóò ëiâà ÷àñòèíà, çà óìîâîþ, äîðiâíþ¹ 2− (2− f(x)) = f(x), i ðiâíiñòü ¹ âiðíîþ.
11. (Ì. Äàâèäîâ) Âiäïîâiäü: 9 âiäðiçêiâ.
Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî 9 âiäðiçêiâ äîñèòü, ðîçiá'¹ìî íàøi òî÷êè íà òðè

òðiéêè, i â êîæíié òðiéöi ç'¹äíà¹ìî òî÷êè â òðèêóòíèê. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî òàêà
êîíôiãóðàöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ìíîæèíà ç 9 òî÷îê òà 8 âiäðiçêiâ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
çàäà÷i. ßêùî ïðîâåäåíî áiëüøå íiæ n/2 âiäðiçêiâ ç êiíöÿìè â n òî÷êàõ, òî çíàéäåòüñÿ
òî÷êà, ç ÿêî¨ âèõîäÿòü íå ìåíøå 2 âiäðiçêiâ. Íà êîæíîìó êðîöi ìè ìîæåìî ç
íàøî¨ ìíîæèíè âèëó÷àòè òàêó òî÷êó ç âiäðiçêàìè, ùî ç íå¨ âèõîäÿòü, i çàëèøåíà
êîíôiãóðàöiÿ òàêîæ áóäå çàäîâîëüíÿòè óìîâó çàäà÷i. Òàê êîæíîãî ðàçó áóäóòü
âèëó÷àòèñÿ íå ìåíøå äâîõ âiäðiçêiâ.

Ïî÷èíàþ÷è ç 9 òî÷îê òà 8 âiäðiçêiâ ìè àáî ïðèéäåìî äî 5 òî÷îê áåç æîäíîãî
âiäðiçêà (ùî, î÷åâèäíî íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó), àáî íà äåÿêîìó ç ïîïåðåäíiõ êðîêiâ
îòðèìà¹ìî ìíîæèíó ç n òî÷îê (6 ≤ n ≤ 8), ç êîæíî¨ ç ÿêèõ âèõîäÿòü íå áiëüøå
îäíîãî âiäðiçêà. Ïðè öüîìó äëÿ n = 6 ìè áóäåìî ìàòè íå áiëüøå 2 âiäðiçêiâ. Ïðè
òàêèõ óìîâàõ äëÿ êîæíîãî n ∈ {6, 7, 8} ëåãêî âêàçàòè ìíîæèíó ç 5 òî÷îê, ñåðåä
ÿêèõ íå ïðîâåäåíî äâîõ âiäðiçêiâ.

12. (Ñ.Áîíäàðåíêî) Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {bi, i ≥ 0} òàêó, ùî

b0 = b1 = 1, bi+1 =
P (bi)

bi−1

äëÿ i ≥ 1.

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåäåìî, ùî âñi bi ∈ N . Öåé ôàêò, î÷åâèäíî, ¹
âiðíèì äëÿ i ≤ 3. Ïðèïóñòèìî, ùî öå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ i ≤ k (k ≥ 3),
i äîâåäåìî éîãî äëÿ i = k + 1. Ìà¹ìî, ùî

bk+1 =
P (bk)

bk−1

=
1

bk−1

P

(
P (bk−1)

bk−2

)
=

1

bk−1

(
P n(bk−1)

bn
k−2

+ a1
P n−1(bk−1)

bn−1
k−2

+ · · ·+ an−1
P (bk−1)

bk−2

+ 1

)
=

P n(bk−1) + a1P
n−1(bk−1)bk−2 + · · ·+ an−1P (bk−1)b

n−1
k−2 + bn

k−2

bk−1bn
k−2

. (1)

Îñêiëüêè, çà îçíà÷åííÿì ïîñëiäîâíîñòi, bibi+2 = P (bi+1) òà âiëüíèé ÷ëåí
ìíîãî÷ëåíà äîðiâíþ¹ 1, bi òà bi+1 âçà¹ìíî ïðîñòi. Ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ ìè ìà¹ìî,
ùî ÷èñåëüíèê îñòàííüîãî äðîáó â (1) äiëèòüñÿ íà bn

k−2, i òîìó íàì äîñèòü äîâåñòè, ùî
âií äiëèòüñÿ íà bk−1. Ìà¹ìî, ùî ïðè äiëåííi íà bk−1 P (bk−1) äà¹ îñòà÷ó 1, òîìó âåñü
÷èñåëüíèê äà¹ òàêó æ îñòà÷ó, ÿê i

1 + a1bk−2 + · · ·+ an−1b
n−1
k−2 + bn

k−2 = P (bk−2)

(òóò ìè âèêîðèñòàëè óìîâó ai = an−i). P (bk−2) = bk−1bk−3, äå, çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨, âñi bi � íàòóðàëüíi ÷èñëà. Òîìó íàø ÷èñåëüíèê äiëèòüñÿ íà bk−1.

Òàêîæ, b2 > b1, i äëÿ âñiõ íàñòóïíèõ i

bi+1 =
P (bi)

bi−1

>
bn
i

bi−1

> bn−1
i ≥ bi.

Òåïåð ëåãêî áà÷èòè, ùî íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ðiçíèõ ïàð ÷èñåë (bi, bi+1), i ≥
0, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó çàäà÷i.
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39-òà Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà
Ç 10 ïî 21 ëèïíÿ 1998 ðîêó íà Òàéâàíi â ìiñòi Òàéïåé ïðîéøëî òðàäèöiéíå ùîði÷íå

âñåñâiòí¹ çìàãàííÿ þíèõ ìàòåìàòèêiâ. Â íüîìó âçÿëè ó÷àñòü 419 øêîëÿðiâ ç 76 êðà¨í.
Êîìàíäó Óêðà¨íè ñêëàëè ó÷íi:

Àíäðié Áîëòåíêîâ � ì. Õàðêiâ, ÔÌË � 27, 11 êëàñ;
Ñåðãié Áîíäàðåíêî � ì. Êè¨â, ÓÔÌË, 11 êëàñ;
Áîãäàí Ãðå÷óê � ì. Êè¨â, ÓÔÌË, 11 êëàñ;
Àíòîí Ìåëëiò � ì. Êè¨â, ëiöåé "Ëiäåð", 11 êëàñ.
Ïàâëî Ïèëÿâñüêèé � ì. Âiííèöÿ, ëiöåé � 7, 10 êëàñ;
Ñåðãié Òîðáà � ì. Êè¨â, ëiöåé "Ëiäåð", 11 êëàñ.
Êåðiâíèêàìè êîìàíäè áóëè Â.Î.Áîðèñîâà (ì. Êè¨â, Iíñòèòóò çìiñòó i ìåòîäiâ

íàâ÷àííÿ), Ã.Ì.Ëèòâèíåíêî (ì. Êè¨â, Ìiíiñòåðñòâî îñâiòè Óêðà¨íè) òà Â.Ì.Ðàä÷åíêî
(ì. Êè¨â, óíiâåðñèòåò iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà).

Íà ïîïåðåäíié, 38-ié îëiìïiàäi, íàøà êîìàíäà çàéíÿëà âèñîêå 6-òå ìiñöå â
íåîôiöiéíîìó (àëå äóæå äëÿ âñiõ öiêàâîìó) êîìàíäíîìó çàëiêó, òèì ñàìèì âïåðøå
ïîòðàïèâøè äî äåñÿòêè êðàùèõ. Íàì õîòiëîñÿ ïiäòâåðäèòè íåâèïàäêîâiñòü òîãî
óñïiõó, à îñîáëèâèì öå áàæàííÿ áóëî ó À.Áîëòåíêîâà, Á.Ãðå÷óêà òà Ï.Ïèëÿâñüêîãî,
ÿêi ïðåäñòàâëÿëè Óêðà¨íó i íà îëiìïiàäi ìèíóëîãî ðîêó.

Ââàæà¹ìî, ùî ïiäòâåðäæåííÿ âiäáóëîñÿ. Ïiäñóìêè âèñòóïó íàøèõ øêîëÿðiâ òà
ðåçóëüòàòè âñiõ êîìàíä-ó÷àñíèöü îëiìïiàäè íàâåäåíî â îêðåìèõ òàáëèöÿõ. Çîëîòi
ìåäàëi îòðèìàëè ó÷íi, ùî íàáðàëè 31 � 42 áàëè ç 42 ìîæëèâèõ, ñðiáíi ìåäàëi �
ó÷àñíèêè ç 24 � 30 áàëàìè, áðîíçîâi � ó÷íi ç 14 � 23 áàëàìè. ×óäîâèé ðåçóëüòàò
ïîêàçàâ Ï.Ïèëÿâñüêèé, ÿêèé ïîòðàïèâ äî òðiéêè êðàùèõ ó÷àñíèêiâ çìàãàííÿ (ïîâíi
42 áàëè íàáðàâ ëèøå îäèí ó÷åíü ç êîìàíäè Iðàíó, 41 áàë � íàø øêîëÿð òà îäèí
ó÷àñíèê ç Òàéâàíÿ). Â öiëîìó, âñi ó÷àñíèêè íàøî¨ êîìàíäè ç ïîâíîþ âiäïîâiäàëüíiñòþ
âiäíåñëèñÿ äî ñâîãî âèñòóïó, ñòàðàííî ïðàöþþ÷è ïåðåä îëiìïiàäîþ òà ïðîÿâèâøè ñâî¨
ìîæëèâîñòi íà ñàìîìó êîíêóðñi. Õî÷åòüñÿ âèñëîâèòè ñâîþ ïîäÿêó âñiì ó÷íÿì òà ¨õ
â÷èòåëÿì.

Ç ïðè¹ìíiñòþ âiäìiòèìî i òîé ôàêò, ùî âïåðøå äî âàðiàíòó çàâäàíü îëiìïiàäè çà
ðiøåííÿì æóði áóëà âiäiáðàíà îäíà iç çàäà÷, çàïðîïîíîâàíèõ Óêðà¨íîþ. Àâòîð öi¹¨
çàäà÷i (i áàãàòüîõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íèõ îëiìïiàä íà Óêðà¨íi) � Â.À.ßñiíñüêèé.

Äåùî íåñïîäiâàíèì ìîæå çäàòèñÿ ÷óäîâèé âèñòóï íà îëiìïiàäi êîìàíäè Iðàíó.
Àëå â öié äåðæàâi îëiìïiàäàì ç ðiçíèõ ïðåäìåòiâ òà ïiäãîòîâöi êîìàíäè êðà¨íè
ïðèäiëÿ¹òüñÿ âåëèêà óâàãà, i ç êîæíèì ðîêîì ó÷íi ç Iðàíó ïîêàçóâàëè âñå êðàùi
ðåçóëüòàòè. Êîíêóðåíöiþ iðàíñüêèì ó÷íÿì ìîãëà á ñêëàñòè ñèëüíà êîìàíäà Êèòàþ,
òà âîíà âiäìîâèëàñü âiä ó÷àñòi â îëiìïiàäi ç ïîëiòè÷íèõ ïðè÷èí. Êåðiâíèêè
êîìàíä-ó÷àñíèöü âèñëîâèëè çàãàëüíèé æàëü ç ïðèâîäó òàêîãî âïëèâó ïîëiòèêè íà
îëiìïiàäíèé ðóõ i ïðèéíÿëè ðiøåííÿ íàäiñëàòè â Êèòàé âñi ìàòåðiàëè îëiìïiàäè.

Òàêîæ íà çàñiäàííi ìiæíàðîäíîãî æóði áóëè çàòâåðäæåíi êðà¨íè, ÿêi áóäóòü
ïðèéìàòè íàñòóïíi îëiìïiàäè. Â öüîìó ñïèñêó Ðóìóíiÿ (1999 ð.), Ïiâäåííà
Êîðåÿ (2000 ð.), ÑØÀ (2001 ð.), Ôiëiïïiíè (2002 ð.) òà ßïîíiÿ (2003 ð.). Íà
ïðîâåäåííÿ çìàãàííÿ 2004 ð. ïðåòåíäóþòü Â'¹òíàì, Ãðåöiÿ òà Iðàí, 2006 ð. �
Ñëîâåíiÿ. Ó÷íÿì, ÿêi áàæàþòü óñïiøíî âèñòóïàòè íà öèõ îëiìïiàäàõ, âæå ñüîãîäíi
òðåáà ñòàðàííî ïðàöþâàòè. Ëèøå ÷åðåç âåëèêó ðîáîòó ïðèõîäèòü óñïiõ, i öå ìîæóòü
ïiäòâåðäèòè âñi ó÷àñíèêè êîìàíäè Óêðà¨íè.
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Ðåçóëüòàòè ó÷àñíèêiâ êîìàíäè Óêðà¨íè
Ó÷àñíèê Çàäà÷i Ñóìà Âiäçíàêà

1 2 3 4 5 6
À. Áîëòåíêîâ 3 0 1 7 7 1 19 Áðîíçîâà ìåäàëü
Ñ. Áîíäàðåíêî 7 0 1 7 7 0 22 Áðîíçîâà ìåäàëü
Á. Ãðå÷óê 7 7 2 7 7 0 30 Ñðiáíà ìåäàëü
À. Ìåëëiò 6 0 7 7 6 0 26 Ñðiáíà ìåäàëü
Ï. Ïèëÿâñüêèé 7 7 6 7 7 7 41 Çîëîòà ìåäàëü
Ñ. Òîðáà 4 7 7 7 0 3 28 Ñðiáíà ìåäàëü
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Ðåçóëüòàòè âèñòóïó êîìàíä íà 39-ié Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié
îëiìïiàäi

Ìiñöå Êðà¨íà Áàëè Ìåäàëi
Çîëîòi Ñðiáíi Áðîíçîâi

1 Iðàí 211 5 1 -
2 Áîëãàðiÿ 195 3 3 -
3-4 ÑØÀ 186 3 3 -
3-4 Óãîðùèíà 186 4 2 -
5 Òàéâàíü 184 3 2 1
6 Ðîñiÿ 175 2 3 1
7 Iíäiÿ 174 3 3 -
8 Óêðà¨íà 166 1 3 2
9 Â'¹òíàì 158 1 3 2
10 Þãîñëàâiÿ 156 - 5 -
11 Ðóìóíiÿ 155 3 - 2
12 Ïiâäåííà Êîðåÿ 154 2 2 2
13 Àâñòðàëiÿ 146 - 4 2
14 ßïîíiÿ 139 1 1 3
15 ×åõiÿ 135 - 3 3
16 ÔÐÍ 129 - 3 2

17-18 Âåëèêà Áðèòàíiÿ 122 - 1 4
17-18 Òóðå÷÷èíà 122 - 2 4
19 Á¹ëàðóñü 118 - 1 4
20 Êàíàäà 113 1 1 2
21 Ïîëüùà 112 1 1 1

22-23 Ñèíãàïóð 110 - 1 3
22-23 Õîðâàòiÿ 110 - - 5
24 Içðà¨ëü 104 - - 5
25 Ãîíêîíã 102 - 1 3

26-27 Âiðìåíiÿ 100 - 2 2
26-27 Ôðàíöiÿ 100 1 - 2
28 Ïiâäåííà Àôðèêà 98 1 - 2
29 Àðãåíòèíà 97 1 - 2

30-31 Áðàçèëiÿ 91 1 - 1
30-31 Ìîíãîëiÿ 91 - 2 2
32 Ãðåöiÿ 90 - 2 1
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Ìiñöå Êðà¨íà Áàëè Ìåäàëi
Çîëîòi Ñðiáíi Áðîíçîâi

33-34 Áîñíiÿ òà Ãåðöåãîâèíà 88 - 1 2
33-34 Ñëîâà÷÷èíà 88 - 1 4
35 Êàçàõñòàí 81 - - 2
36 Ãðóçiÿ 78 - - 3
37 Ëàòâiÿ 74 - 1 3
38 Iòàëiÿ 72 - - 3
39 Áåëüãiÿ 71 - 1 1
40 Ìàêåäîíiÿ 69 - - 1
41 Êîëóìáiÿ 66 1 - -
42 Òà¨ëàíä 65 - - 2
43 Åñòîíiÿ 63 - 1 1

44-45 Ìåêñèêà 62 - 1 -
44-45 Íiäåðëàíäè 62 - 1 -
46 Ïåðó (3) 60 - 2 -
47 Øâåöiÿ 58 - - 1
48 Àâñòðiÿ 57 - - 2
49 Íîâà Çåëàíäiÿ 50 - - 2
50 Ìîëäîâà (2) 45 - 1 1
51 Ñëîâåíiÿ 44 - - 1

52-53 Iñëàíäiÿ 42 - - -
52-53 Ìàðîêêî 42 - - -
54 Àçåðáàéäæàí 41 - - 1
55 Ëèòâà 40 - - 1
56 Êiïð (4) 39 - - 1
57 Øâåéöàðiÿ 37 - - -

58-60 Iðëàíäiÿ 36 - - -
58-60 Iñïàíiÿ 36 - - 1
58-60 Òðèíiäàä i Òîáàãî 36 - - 1
61 Íîðâåãiÿ 33 - - -
62 Ìàëàéçiÿ 32 - - -
63 Ôiíëÿíäiÿ 30 - - -
64 Ìàêàî (5) 29 - - -
65 Ëþêñåìáóðã (2) 25 - - 1
66 Äàíiÿ 21 - - -

Ìiñöå Êðà¨íà Áàëè Ìåäàëi
Çîëîòi Ñðiáíi Áðîíçîâi

67 Êóáà (1) 19 - - 1
68 Iíäîíåçiÿ (5) 16 - - -
69 Êèðãèçiÿ (5) 14 - - -

70-71 Ôiëiïïiíè (4) 11 - - -
70-71 Óðóãâàé 11 - - -
72-73 Ïàðàãâàé (5) 6 - - -
72-73 Ïîðòóãàëiÿ 6 - - -
74 Øði Ëàíêà (1) 5 - - -
75 Âåíåñóåëà (2) 1 - - -
76 Êóâåéò (3) 0 - - -
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Ïðèìiòêà. ßêùî âiä êðà¨íè âèñòóïàëî ìåíøå øåñòè øêîëÿðiâ, òî â äóæêàõ
âêàçó¹òüñÿ êiëüêiñòü ÷ëåíiâ êîìàíäè.
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Óìîâè çàäà÷ 39-î¨ Ìiæíàðîäíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ îëiìïiàäè
(â äóæêàõ âêàçàíî êðà¨íó, ÿêà çàïðîïîíóâàëà çàäà÷ó)

1. (Ëþêñåìáóðã) Â îïóêëîìó ÷îòèðèêóòíèêó ABCD äiàãîíàëi AC òà BD
ïåðïåíäèêóëÿðíi òà ïðîòèëåæíi ñòîðîíè AB òà DC íå ïàðàëåëüíi. Ñåðåäèííi
ïåðïåíäèêóëÿðè äî ñòîðií AB òà DC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi P, ùî ëåæèòü âñåðåäèíi
ABCD. Äîâåñòè, ùî íàâêîëî ÷îòèðèêóòíèêà ABCD ìîæíà îïèñàòè êîëî òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ïëîùi òðèêóòíèêiâ ABP òà CDP ðiâíi.

2. (Iíäiÿ) Íà çìàãàííi âèñòóïèëè a ó÷àñíèêiâ, ÿêi áóëè îöiíåíi b ñóääÿìè, äå
b � íåïàðíå, b ≥ 3. Êîæíèé ñóääÿ âèñòàâèâ êîæíîìó ç ó÷àñíèêiâ îäíó ç äâîõ
îöiíîê � "çàäîâiëüíî"àáî "íåçàäîâiëüíî". ×èñëî k òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ
ñóääiâ çíàéäóòüñÿ íå áiëüøå íiæ k ó÷àñíèêiâ, ùî îòðèìàëè â öèõ äâîõ ñóääiâ îäíàêîâi
îöiíêè. Äîâåñòè, ùî

k

a
≥ b− 1

2b
.

3. (Á¹ëàðóñü) Íåõàé d(n) � êiëüêiñòü âñiõ ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ ÷èñëà n
(âêëþ÷àþ÷è 1 òà ñàìå n.)

Çíàéòè âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà k òàêi, ùî

d(n2)

d(n)
= k

äëÿ äåÿêîãî n.
4. (Âåëèêà Áðèòàíiÿ) Çíàéòè âñi ïàðè (a, b) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òàêi, ùî a2 + a + b

äiëèòüñÿ íà ab2 + b + 7.
5. (Óêðà¨íà, àâòîð � Â.À.ßñiíñüêèé, ì. Âiííèöÿ) Íåõàé I � öå öåíòð êîëà,

âïèñàíîãî â òðèêóòíèê ABC. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K, L, M òî÷êè, â ÿêèõ öå êîëî
äîòèêà¹òüñÿ äî ñòîðií BC, CA, AB âiäïîâiäíî. Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
B ïàðàëåëüíî ïðÿìié MK, ïåðåòèíà¹ ïðÿìi LM òà LK â òî÷êàõ R òà S âiäïîâiäíî.
Äîâåñòè, ùî êóò ∠RIS � ãîñòðèé.

6. (Áîëãàðiÿ) Ðîçãëÿíåìî âñi ôóíêöi¨ f, ùî âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi âñiõ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë òà ïðèéìàþòü íàòóðàëüíi çíà÷åííÿ i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó:

f
(
t2f(s)

)
= s (f(t))2

äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ s òà t. Çíàéòè íàéìåíøå ìîæëèâå çíà÷åííÿ f(1998).

Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷
1. Íåõàé äiàãîíàëi AC òà BD ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi E. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi,

ââàæà¹ìî, ùî òî÷êà P íàëåæèòü 4ABE. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M òà N îñíîâè
ïåðïåíäèêóëÿðiâ, ïðîâåäåíèõ ç P äî AC òà BD âiäïîâiäíî. Ïîçíà÷àþ÷è äàëi ÷åðåç
[P ] ïëîùó ìíîãîêóòíèêà P , ìà¹ìî:

2[ABP ] = 2[ABE]− 2[PAE]− 2[PBE] = (AM + PN)(BN + PM)−
(AM + PN)PM − (BN + PM)PN = AM ·BN − PM · PN,

2[CDP ] = 2[CDE] + 2[PCE] + 2[PDE] = (CM − PN)(DN − PM)+

(CM − PN)PM + (DN − PM)PN = CM ·DN − PM · PN.

Òîìó
2([ABP ]− [CDP ]) = AM ·BN − CM ·DN. (∗)
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Ç óìîâè âèïëèâà¹, ùî PA = PB òà PC = PD. Íåõàé ÷îòèðèêóòíèê ABCD ¹
âïèñàíèì. Òîäi P ¹ öåíòðîì éîãî îïèñàíîãî êîëà, M òà N � ñåðåäèíè âiäðiçêiâ AC
òà BD âiäïîâiäíî. Ç ðiâíîñòåé AM = CM , BN = DN òà (*) âèïëèâà¹, ùî [ABP ] =
[CDP ].

Òåïåð íåõàé [ABP ] = [CDP ]. Òîäi iç (*) ìè ìà¹ìî, ùî AM · BN = CM · DN .
Ïðèïóñòèìî, ùî PA 6= PC, i äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæà¹ìî PA > PC. Òîäi AM >
CM òà BN > DN , îñêiëüêè PB > PD. Çâiäñè AM · BN > CM · DN , ìè ìà¹ìî
ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, PA = PC, òî÷êà P ¹ ðiâíîâiääàëåíîþ âiä A, B, C òà D i ¹
öåíòðîì îïèñàíîãî êîëà íàøîãî ÷îòèðèêóòíèêà.

2. Îñêiëüêè iñíóþòü C2
b ðiçíèõ ïàð ñóääiâ, i â êîæíié ïàði íå áiëüøå k ñïiâïàäiíü

îöiíîê, çàãàëüíà êiëüêiñòü ñïiâïàäiíü íå ïåðåâèùó¹ kC2
b .

Äëÿ 1 ≤ i ≤ a, íåõàé i-é ó÷àñíèê îòðèìàâ íåçàäîâiëüíó îöiíêó â xi ñóääiâ òà
çàäîâiëüíó � â yi ñóääiâ, òóò xi + yi = b. Òîäi êiëüêiñòü ïàð ñóääiâ, ÿêi âèñòàâèëè
îäíàêîâi îöiíêè öüîìó ó÷àñíèêó, äîðiâíþ¹

C2
xi

+ C2
yi

=
1

2
(x2

i + y2
i − xi − yi) ≥ 1

2

[
1

2
(xi + yi)

2 − b

]
=

1

4
[(b− 1)2 − 1].

Îñêiëüêè b � íåïàðíå, çà íèæíþ îöiíêó òóò ìîæå áóòè âçÿòå 1
4
(b− 1)2.

Ðîçãëÿäàþ÷è çàãàëüíó êiëüêiñòü ñïiâïàäiíü, îòðèìó¹ìî:

kC2
b ≥

a∑
i=1

[
C2

xi
+ C2

yi

] ≥ a(b− 1)2

4
.

Çàïèñàâøè C2
b ÿê b(b− 1)/2, îòðèìà¹ìî ïîòðiáíó íåðiâíiñòü.

3. Äëÿ âçà¹ìíî ïðîñòèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a òà b áóäå d(ab) = d(a)d(b). Íåõàé
n = pm1

1 pm2
2 · · · pmt

t , äå p1, p2, . . . , pt � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà. Òîäi d(n) = (m1 + 1)(m2 +
1) · · · (mt + 1), d(n2) = (2m1 + 1)(2m2 + 1) · · · (2mt + 1). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî d(n2)
¹ îáîâ'ÿçêîâî íåïàðíèì, òîìó óìîâó çàäà÷i ìîæóòü çàäîâîëüíÿòè ëèøå íåïàðíi k.
Òåïåð ìè äîâåäåìî, ùî òàêèìè ¹ âñi íåïàðíi ÷èñëà. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî

k =
2m1 + 1

m1 + 1
· 2m2 + 1

m2 + 1
· · · 2mt + 1

mt + 1

äëÿ äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m1,m2, . . . , mt.
Ìè âèêîðèñòà¹ìî iíäóêöiþ ïî k. Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ: ÿêùî ÷èñëî x çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó, òî òàêèì áóäå i 2mx − 1 äëÿ âñiõ m ≥ 1. Íåõàé ` ¹ òàêèì, ùî d(`2)

d(`)
= x .

Äëÿ m = 1 âiçüìåìî n = px−1` äå p � ïðîñòå ÷èñëî, ùî íå ¹ äiëüíèêîì `. Òîäi
d(n2)

d(n)
=

2x− 1

x
· x = 2x− 1. Äëÿ m > 1 âiçüìåìî

n = p2m−13x−2
1 p2m−232x−2

2 · · · p2·3m−1x−2
m−1 p3m−1x−1

m `,

äå p1, p2, . . . , pm � äîâiëüíi ïðîñòi ÷èñëà, íà ÿêi íå äiëèòüñÿ `. Â öüîìó âèïàäêó

d(n2)

d(n)
=

2m3x− 3

2m−13x− 1
· 2m−132x− 3

2m−232x− 1
· · · 223m−1x− 3

2 · 3m−1x− 1
· 2 · 3m−1x− 1

3m−1x
· x =

2mx− 1.

Íàøå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
Òåïåð ïîêàæåìî, ùî êîæíå íåïàðíå ÷èñëî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó çàäà÷i. ×èñëî 1

¹ òàêèì, îñêiëüêè d(12)

d(1)
= 1 . Äëÿ äîâiëüíîãî íåïàðíîãî ÷èñëà k > 1, ìè ìîæåìî
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çàïèñàòè k + 1 = 2mx, äå x < k � íåïàðíå. Îñêiëüêè ÷èñëî x çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó,
òàêèì áóäå i k = 2mx− 1.

4. ßêùî a2b + a + b äiëèòüñÿ íà ab2 + b + 7, òî òàêó ïîäiëüíiñòü ìà¹ i ÷èñëî
b(a2b + a + b)− a(ab2 + b + 7) = b2 − 7a.

Îñêiëüêè a ≥ 1, ìè ìà¹ìî b2 − 7a < ab2 + b + 7. Òîìó, ÿêùî b2 − 7a ≥ 0, òî
b2 − 7a = 0. Òîäi b äiëèòüñÿ íà 7, i (a, b) = (7c2, 7c) äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
c. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî êîæíà òàêà ïàðà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó.

Íåõàé b2−7a < 0. Òîäi 7a−b2 äiëèòüñÿ íà ab2 +b+7, 0 < 7a−b2 < 7a. Öå ìîæëèâå
ëèøå òiëüêè äëÿ b = 1 àáî b = 2, îñêiëüêè iíàêøå ab2 + b + 7 > 9a.

Äëÿ b = 1, ìè îòðèìó¹ìî, ùî 7a − 1 ïîâèííå äiëèòèñü íà a + 8. Ìà¹ìî 7a − 1 =
7(a + 8) − 57, 57 = 1 · 57 = 3 · 19, çâiäêè ìîæëèâèìè ¹ òiëüêè a = 11 àáî a = 49 .
Ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî (11, 1) òà (49, 1) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó.

Äëÿ b = 2 7a− 4 ïîâèííå äiëèòèñü íà 4a + 9. Îñêiëüêè 4(7a− 4) = 7(4a + 9)− 79,
òà 79 íå ìà¹ äiëüíèêiâ âèãëÿäó 4a + 9, â öüîìó âèïàäêó íåìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.

Âiäïîâiäü: (a, b) = (7c2, 7c), c = 1, 2, . . ., òà (a, b) = (11, 1), (a, b) = (49, 1).
5. Îñêiëüêè ïðÿìi MK òà RS ïàðàëåëüíi, â 4BMR, ìè ìà¹ìî:

∠BMR = 90◦ − ∠A/2, ∠MBR = 90◦ − ∠B/2, ∠BRM = 90◦ − ∠C/2.

Çâiäñè, çà òåîðåìîþ ñèíóñiâ

BR =
cos(∠A/2)

cos(∠C/2)
·BM. (1)

Àíàëîãi÷íî, â 4BKS ìè ìà¹ìî

∠BKS = 90◦ − ∠C/2, ∠BSK = 90◦ − ∠A/2, ∠KBS = 90◦ − ∠B/2,

çâiäêè
BS =

cos (∠C/2)

cos (∠A/2)
·BK =

cos (∠C/2)

cos (∠A/2)
·BM . (2)

Âiäìiòèìî, ùî BI ⊥ RS òà IM ⊥ AB. Òîäi, âðàõîâóþ÷è (1) òà (2), îòðèìó¹ìî

IR2 + IS2 −RS2 =
(
BI2 + BR2

)
+

(
BI2 + BS2

)− (BR + BS)2 =

2
(
BI2 −BR ·BS

)
= 2

(
BI2 −BM2

)
= 2IM2 > 0.

Ç òåîðåìè êîñèíóñiâ âèïëèâà¹, ùî êóò ∠RIS ¹ ãîñòðèì.
6. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S ìíîæèíó ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó çàäà÷i. Íåõàé

f � îäíà ç íèõ, i ïîçíà÷èìî f(1) = a. Ïîêëàâøè â ðiâíîñòi ç óìîâè t = 1 òà s = 1,
ìè îòðèìà¹ìî:

f (f(s)) = a2s, f(at2) = [f(t)]2 äëÿ âñiõ s, t ∈ N.

Äàëi ìà¹ìî:

[f(s)f(t)]2 = [f(s)]2 f(at2) = f
(
s2f

(
f(at2)

))

= f(s2a2at2) = f
(
a(ast)2

)
= [f(ast)]2 .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f(ast) = f(s)f(t) äëÿ âñiõ s, t, çîêðåìà, f(as) = af(s), i òîìó

af(st) = f(s)f(t) äëÿ âñiõ s, t ∈ N. (1)

Òåïåð äîâåäåìî, ùî f(t) äiëèòüñÿ íà a äëÿ âñiõ t ∈ N. Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p
ïîçíà÷èìî ÷åðåç pα òà pβ íàéáiëüøi ñòåïåíi p, íà ÿêi äiëÿòüñÿ a òà f(t) âiäïîâiäíî.
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Ñòàíäàðòíèìè ìiðêóâàííÿìè çà iíäóêöi¹þ ç (1) ëåãêî âèâåñòè, ùî [f(t)]k = ak−1f(tk)

äëÿ âñiõ k ∈ N. Íàéáiëüøèì ñòåïiíü p, íà ÿêèé äiëèòüñÿ [f(t)]k ¹ pkβ, íà ÿêèé äiëèòüñÿ
ak−1 � p(k−1)α. Òîìó kβ ≥ (k− 1)α äëÿ âñiõ k ∈ N, ùî ¹ ìîæëèâèì òiëüêè ïðè β ≥ α.
Öå ìà¹ ìiñöå äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, i òîìó f(t) äiëèòüñÿ íà a.

Ïîêëàäåìî òåïåð g(t) = f(t)/a, îòðèìàâøè íîâó ôóíêöiþ g ç N â ñåáå. Ðåçóëüòàòè,
îòðèìàíi äëÿ f, ïåðåïèñóþòüñÿ ñëiäóþ÷èì ÷èíîì:

g(a) = a, g(st) = g(s)g(t), g (g(s)) = s äëÿ âñiõ s, t ∈ N. (2)

Òóò, ôàêòè÷íî, g(st) = g(s)g(t) ¹ åêâiâàëåíòíèì (1), òà g (g(s)) = s âèïëèâà¹ ç òîãî,
ùî

ag (g(s)) = g(a)g (g(s)) = g (ag(s)) = g(f(s))

=
f(f(s))

a
=

a2s

a
= as.

Ç (2) ìè îòðèìó¹ìî, ùî g (t2g(s)) = g(t2)g (g(s)) = s [g(t)]2 äëÿ âñiõ s, t ∈ N. Çíà÷èòü,
g òàêîæ ¹ ôóíêöi¹þ ç S òà ¨¨ çíà÷åííÿ íå ïåðåâèùóþòü âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ f . Òîìó
ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå ôóíêöi¨ g, ùî çàäîâîëüíÿþòü (2).

Òåïåð âiäìiòèìî òîé âàæëèâèé ôàêò, ùî çíà÷åííÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ g âiä ïðîñòîãî
÷èñëà ñàìå ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì. Äiéñíî, íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî, i g(p) = uv äëÿ
äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ u, v. Òîäi ç (2) ìà¹ìî,ùî p = g (g(p)) = g(uv) = g(u)g(v), òîìó
îäíå ç ÷èñåë g(u) àáî g(v) äîðiâíþ¹ 1. ßêùî, íàïðèêëàä, g(u) = 1, òî îáîâ'ÿçêîâî
u = g (g(u)) = g(1) = 1, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî g(p) ïðîñòå.

Ùîá âèçíà÷èòè ïîòðiáíå íàéìåíøå çíà÷åííÿ, âiçüìåìî äîâiëüíó g, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ (2). Òàêà ôóíêöiÿ ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ (ç òîãî, ùî g(s) = g(t),
âèïëèâà¹ s = g (g(s)) = g (g(t)) = t), i òîìó âiäîáðàæà¹ ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà â ðiçíi.
Òîìó íèæíþ ãðàíèöþ çíà÷åííÿ g(1998) = g(2 · 33 · 37) = g(2) [g(3)]3 g(37) ìè
îòðèìó¹ìî, êîëè g(2), g(3), g(37) ¹ òðüîìà íàéìåíøèìè ïðîñòèìè ÷èñëàìè 2, 3, 5,
ïðè÷îìó g(3) = 2. Çíà÷èòü, g(1998) ≥ 3 · 23 · 5 = 120 äëÿ âñiõ g ∈ S.

Ç iíøîãî áîêó, iñíó¹ ôóíêöiÿ g ∈ S ç g(1998) = 120. Ïîêëàäåìî g(1) = 1, òà
âèçíà÷èìî g íà ïðîñòèõ ÷èñëàõ ñëiäóþ÷èì ÷èíîì: g(2) = 3, g(3) = 2, g(5) = 37,
g(37) = 5 òà g(p) = p äëÿ âñiõ ïðîñòèõ p 6= 2, 3, 5, 37. Äëÿ äîâiëüíîãî n =
pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k ∈ N âiçüìåìî g(n) = g (pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k ) = g(p1)

α1g(p2)
α2 · · · g(pk)

αk .
Ðiâíîñòi â (2) âèêîíóþòüñÿ (äëÿ a = 1), òîìó g ∈ S. Òàêîæ g(1998) = 120.

Âiäïîâiäü: 120.
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