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Передмова

У 2011 р. побачив свiт навчально-методичний посiбник В. А. Ясiнського
«Олiмпiаднi задачi з теорiї чисел. Практикум iз розв’язування». Автор присвя-
тив його Валентину Миколайовичу Лейфурi (1947 2011) вiдомому україн-
ському вченому та педагогу, одному iз засновникiв математичного олiмпiа-
дного й турнiрного руху незалежної України.

У 2014 2015 рр. були виданi ще двi книжки В’ячеслава Ясiнського (у спiвав-
торствi iз О. Б. Панасенком), об’єднанi назвою «Секрети пiдготовки школярiв
до Всеукраїнських та Мiжнародних математичних олiмпiад» з геометрiї
та алгебри. В’ячеслав Андрiйович омрiював ще декiлька книжок цiєї ж самої
серiї, зокрема працював над матерiалами теоретико-числової тематики,
якими мав бути значно розширений змiст згаданого вище посiбника з теорiї
чисел. На жаль, раптова смерть В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського в листопа-
дi 2015 р. завадила своєчасному здiйсненню цих планiв.

У пам’ять про В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського неперевершеного
українського педагога-математика, заслуженого вчителя України, видатного
композитора олiмпiадних задач завершити розпочату роботу було справою
честi для його колег i друзiв, однодумцiв, з якими вiн спiвпрацював.

Протягом багатьох рокiв нам пощастило разом iз В. А. Ясiнським та
В. М. Лейфурою брати участь в органiзацiї та проведеннi олiмпiад i турнiрiв,
створювати новi задачi, готувати збiрнi команди України до Мiжнародних
математичних олiмпiад. Як добре вiдомо, пiдготовка обдарованих учнiв саме
з теорiї чисел є одним з нарiжних каменiв, запорукою успiхiв на таких автори-
тетних змаганнях. Тому опрацюванню складних роздiлiв елементарної теорiї
чисел, методики та практики розв’язування олiмпiадних теоретико-числових
задач найвищого рiвня складностi завжди придiлялося нами чимало уваги:
читалися цiкавi ґрунтовнi лекцiї, пропонувалися задачнi «ланцюжки», спiльно
вивчалися й узагальнювалися задачi математичних олiмпiад рiзних країн, ро-
бочi матерiали Мiжнародних олiмпiад тощо. Такi розробки знайшли своє мiсце
в цьому посiбнику, у багатьох випадках з оновленням вiдповiдних зада-
чних матерiалiв, що краще вiдтворює актуальнi сучаснi тенденцiї щодо змiсту
математичних змагань високого рiвня. Важко переоцiнити вагомий внесок
професора В. М. Лейфури наукового керiвника збiрної команди України



на Мiжнародних олiмпiадах 2003 2006 рр. до створення та багаторiчного
наукового супроводу вiтчизняної системи пiдготовки юних математикiв на-
шої країни до участi в Мiжнародних математичних олiмпiадах. Його глибокi
математичнi й методичнi iдеї завжди надихали на плiдну творчу роботу.

Запропонований навчально-методичний посiбник стане в пригодi вчите-
лям математики, керiвникам математичних гурткiв, методичним працiвни-
кам, органiзаторам олiмпiад i турнiрiв з математики, учням, якi готуються до
математичних змагань, студентам математичних та педагогiчних спецiально-
стей унiверситетiв, усiм тим, хто цiкавиться розв’язуванням складних задач з
математики.

Iгор Мiтельман
Олексiй Панасенко

Вадим Радченко



Основнi позначення

N множина всiх натуральних чисел

Z множина всiх цiлих чисел

Z+ множина всiх цiлих невiд’ємних чисел

Q множина всiх рацiональних чисел

R множина всiх дiйсних чисел

τ(n) кiлькiсть усiх натуральних дiльникiв числа n

σ(n) сума всiх натуральних дiльникiв числа n

ϕ(n) кiлькiсть усiх натуральних чисел, якi меншi за n i вза-
ємно простi з n

[x] цiла частина числа x , тобто найбiльше цiле число, що
не перевищує x

{x} дробова частина числа x , {x}= x − [x]
n! добуток 1 · 2 · . . . · n, n> 1; 1!= 1, 0!= 1

n
∑

k=1
ak a1 + a2 + . . .+ an

n
∏

k=1
ak a1 · a2 · . . . · an

a
... b цiле число a дiлиться без остачi на цiле число b 6= 0

b | a число b дiлить число a (b є дiльником числа a)

НСД(a, b) або (a, b) найбiльший спiльний дiльник чисел a, b

НСК(a, b) або [a, b] найменше спiльне кратне чисел a, b

a ≡ b (mod m) цiлi числа a i b конгруентнi за модулем m, m> 1

(an) або {an} числова послiдовнiсть a1, a2, . . . , an, . . .

min{a1, . . . , an} найменше з чисел a1, . . . , an

max{a1, . . . , an} найбiльше з чисел a1, . . . , an
�

a
p

�

символ Лежандра



Роздiл 1

Цiлочисельнi послiдовностi i функцiї

1.1. Арифметичнi функцiї в теорiї чисел

Будь-яка функцiя f : N→ R називається арифметичною.
Вивчаючи властивостi цiлих чисел, доводиться розглядати рiзнi арифме-

тичнi функцiї. Прикладами таких функцiй є кiлькiсть τ (n) додатних дiльникiв
натурального числа n, сума σ (n) додатних дiльникiв натурального числа n,
добуток π (n) додатних дiльникiв натурального числа n, число ϕ (n) додатних
дiльникiв натурального числа n, якi взаємно простi з n, тощо.

1.1.1. Мультиплiкативнi функцiї та їхнi властивостi

Арифметична функцiя f називається мультиплiкативною, якщо вона
задовольняє наступним двом умовам:

1. Значення функцiї не дорiвнює нулю щонайменше при одному n> 1.
2. Для довiльних додатних взаємно простих a та b, маємо:

f (ab) = f (a) f (b) .

Легко бачити, що функцiя f (n) = ns, де s довiльне дiйсне число, є мульти-
плiкативною.

Теорема 1.1. Якщо f (n) є мультиплiкативною функцiєю, то f (1) = 1.
Доведення. Справдi, за означенням iснує таке n0, для якого f (n0) 6= 0.

Тодi f (n0) = f (n0 · 1) = f (n0) f (1), звiдки, пiсля скорочення, знаходимо:
f (1) = 1. �

Умова 2 iз означення мультиплiкативної функцiї f (n)має мiсце i при k > 2
попарно взаємно простих чисел n1, n2, n3, . . . , nk. Справдi,

f (n1n2n3 . . . nk) = f (n1) f (n2n3 . . . nk) = f (n1) f (n2) f (n3 . . . nk) = . . .=

= f (n1) f (n2) f (n3) . . . f (nk) .

Легко перевiрити, що для рiзних простих чисел p1, . . . , pk:

f
�

pα1
1 pα2

2 pα3
3 . . . pαk

k

�

= f
�

pα1
1

�

f
�

pα2
2

�

f
�

pα3
3

�

. . . f
�

pαk
k

�

. (1.1)
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Навпаки, ми завжди можемо побудувати деяку мультиплiкативну фун-
кцiю f (n), якщо покладемо f (1) = 1 i означимо довiльно значення для f (pα),
що вiдповiдають додатнiм степеням простих чисел, в загальному випадку
означивши її рiвнiстю (1.1).

Наприклад, мультиплiкативну функцiю можна побудувати, взявши
f (1) = 1 i f (pα) = 2, якщо α > 0. Тодi для будь-якого натурального k бу-
демо мати f

�

pα1
1 · . . . · pαk

k

�

= 2k. Зокрема знаходимо:

f (1) = 1, f (2) = 2, f (3) = 2, f (4) = 2,

f (5) = 2, f (6) = 4, f (7) = 2, f (8) = 2,

f (9) = 2, f (10) = 4, f (11) = 2, f (12) = 4, . . .

Теорема 1.2. Добуток f1 (n) f2 (n) . . . fk (n)мультиплiкативних функцiй
f1 (n) , f2 (n) , . . . , fk (n) є мультиплiкативною функцiєю.

Доведення. Розглянемо випадок коли k = 2. Покажемо, що добу-
ток f (n) = f1 (n) f2 (n) є мультиплiкативною функцiєю. Дiйсно, f (1) =
= f1 (1) f2 (1) = 1. Крiм того, при взаємно простих n1 i n2, одержимо:

f (n1n2) = f1 (n1n2) f2 (n1n2) = f1 (n1) f1 (n2) f2 (n1) f2 (n2) =

= f1 (n1) f2 (n1) f1 (n2) f2 (n2) = f (n1) f (n2) .

Для k > 2, використовуючи попереднє твердження, iндуктивно знаходимо:

f1 (n) f2 (n) f3 (n) = ( f1 (n) f2 (n)) f3 (n) ,

f1 (n) f2 (n) f3 (n) f4 (n) = ( f1 (n) f2 (n) f3 (n)) f4 (n) ,

...

f1 (n) f2 (n) . . . fk−1 (n) fk (n) = ( f1 (n) f2 (n) . . . fk−1 (n)) fk (n) .

�

Теорема 1.3. Нехай f (n) мультиплiкативна функцiя i pα1
1 · . . . · pαk

k
канонiчний розклад числа n. Тодi, позначивши символом

∑

d|a
суму, що поширює-

ться на всi дiльники d числа a, одержимо:
∑

d|n

f (d) =
�

1+ f (p1) + f
�

p2
1

�

+ . . .+ f
�

pα1
1

��

· . . .×

×
�

1+ f (pk) + f
�

p2
k

�

+ . . .+ f
�

pαk
k

��

.

(У випадку n= 1 права частина вважається рiвною 1.)
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Зауваження. Як бачимо, права частина цiєї формули є добутком k мно-
жникiв у дужках. А тому цю формулу записують у виглядi:

∑

d|n

f (d) =
k
∏

i=1

�

1+ f (pi) + f
�

p2
i

�

+ . . .+ f
�

pαi
i

��

.

Доведення. Для доведення цього твердження, розкриємо дужки в її пра-
вiй частинi. Тодi одержимо суму всiх доданкiв виду

f
�

pβ1
1

�

f
�

pβ2
2

�

. . . f
�

pβk
k

�

= f
�

pβ1
1 pβ2

2 . . . pβk
k

�

,

де 0¶ β1 ¶ α1, 0¶ β2 ¶ α2, . . . , 0¶ βk ¶ αk. А це i будуть всi дiльники числа n,
тобто рiвнiсть виконується. �

1.1.2. Кiлькiсть дiльникiв τ(n) натурального числа.

Розглянемо мультиплiкативну функцiю f (n) = 1, де n = pα1
1 · . . . · pαk

k
канонiчний розклад числа n. Тодi формула теореми 1.3 буде мати вигляд:

∑

d|n

f (d) =
k
∏

i=1

�

1+ f (pi) + f
�

p2
i

�

+ . . .+ f
�

pαi
i

��

=

=
k
∏

i=1



1+ 1+ 1+ . . .+ 1
︸ ︷︷ ︸

αi



= (α1 + 1) (α2 + 1) . . . (αk + 1) = τ (n) .

Отже, τ (n) = (α1 + 1) (α2 + 1) . . . (αk + 1) це кiлькiсть дiльникiв натураль-
ного числа n.

Зрозумiло, що τ (n) є непарним числом тодi i тiльки тодi, коли n є точним
квадратом, бо усi α1 + 1, . . . , αk + 1 непарнi, а тому усi α1, . . . , αk парнi.

Очевидно, що τ (n) ¶ n, причому рiвнiсть досягається лише при n = 1 i
n= 2.

Теорема 1.4. τ (n) мультиплiкативна функцiя.
Доведення. Умова 1 означення мультиплiкативної функцiї τ (1) = 1 є

очевидною. Розглянемо доведення умови 2. Дiйсно, розглянемо два взаємно
простих числа m i n, а a1, a2, . . . , ak всi дiльники числа m i b1, b2, . . . , bl всi
дiльники числа n. Тодi довiльний дiльник числа mn є ai b j , 1¶ i ¶ k, 1¶ j ¶ l,
тобто τ (m) = k,τ (n) = l,τ (mn) = kl, тобто τ (mn) = τ (m)τ (n).

Доведемо, що τ (n) мультиплiкативна функцiя, iншим способом, вико-
ристовуючи формулу (1.1).
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Справдi, нехай m = pα1
1 · . . . · pαk

k i n = qβ1
1 . . . qβs

s два взаємно простих
числа, тодi числа p1, . . . , pk, q1, . . . , qs є рiзними. Тодi канонiчний розклад числа

mn= pα1
1 · . . . · pαk

k qβ1
1 . . . qβs

s .

Звiдси слiдує, що

τ (mn) = (α1 + 1) . . . (αk + 1) (β1 + 1) . . . (βs + 1) = τ (m)τ (n) .

�

Iз знайденої для τ (n) формули безпосередньо слiдує, що при простому p i
натуральному α: τ (pα) = α+ 1.

1.1.3. Сума дiльникiвσ (n) натурального числа.

Функцiюσ (n) означимо як суму усiх натуральних дiльникiв числа n.

Теорема 1.5. Функцiяσ (n) є мультиплiкативною, i якщо pα1
1 · . . . · pαk

k
канонiчний розклад числа n, то

σ (n) =
pα1+1

1 − 1

p1 − 1
· . . . ·

pαk−1
k − 1

pk − 1
.

Доведення. Умова 1 означення мультиплiкативної функцiї σ (1) = 1 є
очевидною. Розглянемо доведення умови 2. Дiйсно, розглянемо два взаємно
простих числа m i n, а a1, a2, . . . , ak всi дiльники числа m i b1, b2, . . . , bl всi
дiльники числа n. Тому довiльний дiльник числа mn буде мати вигляд ai b j ,
1¶ i ¶ k, 1¶ j ¶ l, тобто, що i треба було довести.

Функцiя f (n) = n задовольняє умовам мультиплiкативної функцiї. Тому
розглянемо для неї формулу теореми 1.3. Для n= pα1

1 · . . . · pαk
k , одержуємо:

σ (n) =
∑

d|a

d =
k
∏

i=1

�

1+ pi + p2
i + . . .+ pk

i

�

=
k
∏

i=1

pk+1
i − 1

pi − 1
,

що i треба було довести. �

Натуральне число a називається досконалим, якщоσ (a) = 2a. Деякi вла-
стивостi досконалих чисел детальнiше розглядатимуться в п. 2.11.3.

1.1.4. Добуток дiльникiв π (n) натурального числа.

Через π (n) позначимо добуток усiх натуральних дiльникiв натурального
числа n. Передусiм зазначимо, що функцiя π (n) не є мультиплiкативною
функцiєю, оскiльки, наприклад, π (2)π (3) = 6 6= π (2 · 3) = 36.
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Теорема 1.6. Для функцiїπ (n)має мiсце наступна формула:

π (n) = n
1
2τ(n).

Доведення. Справдi, якщо d1, d2, . . . , ds всi рiзнi дiльники числа n, то
s = τ (n) i d1d2 . . . ds =

n
d1

n
d2

. . . n
ds

, звiдки π(n)2 = nτ(n). �

Теорема 1.7. Функцiяπ(n) є iн’єктивною, тобто якщоπ (m) = π (n), то
m= n.

Доведення. Оскiльки π (m) = π (n), то nτ(n)/2 = mτ(m)/2 , тобто nτ(n) =
= mτ(m). Звiдси випливає, що m i n мають однаковi простi дiльники. Нехай
деяке просте число p входить до розкладу числа n з показником α, а до m з
показником β , тодi α ·τ (n) = β ·τ (m), тобто дрiб α

β =
τ(m)
τ(n) не залежить вiд α i

β . Якщо припустити, що цей дрiб вiдмiнний вiд 1, то одержимо протирiччя.
Тому α= β для всiх простих дiльникiв p, тобто m= n. �

Наприклад, знайдемо усi такi n, що π (n) = 5832. Оскiльки 5832= 183, то
nτ(n) = 186. Помiчаючи, що τ(18) = 6, i використовуючи iн’єктивнiсть функцiї
π(n), знаходимо, що єдине таке число n 18.

1.1.5. Функцiя Ейлера ϕ (n).

Функцiя Ейлера ϕ (n) визначена для всiх натуральних n i представляє
собою кiлькiсть чисел ряду 1, 2, . . . , n− 1, взаємно простих з n. Наприклад:

ϕ (1) = 1, ϕ (2) = 1, ϕ (3) = 2,

ϕ (4) = 2, ϕ (5) = 4, ϕ (6) = 2.

Теорема 1.8. Нехай p просте число, k натуральне. Тодi

ϕ
�

pk
�

= pk − pk−1.

Доведення. Зрозумiло, що взаємно простi числа з числом pk, це числа, якi
не дiляться на p. Числа, якi кратнi p i меншi pk, це числа: p, 2p, . . . , (p− 1) p,
p2, . . . , pk−1. Їх кiлькiсть дорiвнює

�

pk

p

�

− 1= pk−1 − 1. А тому кiлькiсть чисел,

якi меншi pk i не дiляться на p, буде дорiвнювати

ϕ
�

pk
�

=
�

pk − 1
�

−
�

pk−1 − 1
�

= pk − pk−1,

що i завершує доведення. �

Обчислювати значення функцiї Ейлера для натуральних чисел iншого
виду просто в силу її мультиплiкативностi.
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Теорема 1.9. Функцiяϕ мультиплiкативна, тобто для будь-яких нату-
ральних взаємно простих чисел a i b має мiсце рiвнiсть

ϕ (a · b) = ϕ (a) ·ϕ (b) .

Доведення. Перший спосiб. Розглянемо числа T (x , y) = ax + b y, де a i
b взаємно простi, x = 1,2, . . . , b − 1, b, y = 1,2, . . . , a − 1, a. Всi такi числа
дають рiзнi остачi вiд їх дiлення на ab. Дiйсно, якщо iснують такi x1, y1 та
x2, y2 iз своїх наборiв, що ax1 + b y1 ≡ ax2 + b y2 (mod ab), тодi за цим моду-

лем a (x1 − x2) + b (y1 − y2)≡ 0, тобто (a (x1 − x2) + b (y1 − y2))
... ab. Перший

доданок дiлиться на a, тодi i другий доданок дiлитиметься на a. А в силу вза-

ємної простоти чисел a i b, одержуємо, що (y1 − y2)
... a, що можливо лише

при y1 = y2, бо y1, y2 ∈ {1, 2, . . . , a− 1, a}. Тодi (x1 − x2)
... b, що також можливо

лише при x1 = x2, бо x1, x2 ∈ {1, 2, . . . , b− 1, b}.
Далi, доведемо, що T (x , y) взаємно просте з ab тодi i тiльки тодi, коли

x взаємно просте з b, а y взаємно просте з a. Дiйсно, нехай T (x , y) взаємно
просте з ab, але (не порушуючи загальностi) x i b мають спiльний дiльник

d > 1. Але тодi T (x , y) ... d, що суперечить припущенню, бо ab
... d. Навпаки,

нехай x взаємно просте з b i y взаємно просте з a, але T (x , y) i ab мають
спiльний дiльник d > 1. Нехай p довiльний простий дiльник числа d > 1,
тодi p | ab. Не порушуючи загальностi, будемо вважати, що p | a, тодi p
не дiлить y (в силу їхньої взаємної простоти). Тому з того, що p | (ax + b y)
випливає, що p | b y . Звiдси слiдує, що p | b, а це суперечить тому, що числа a i
b є взаємно простими.

Таким чином, кiлькiсть рiзних остач при дiленнi T (x , y) на ab буде рiвною
ϕ (ab), чисел x , взаємно простих b, буде рiвноϕ (b), чисел y , взаємно простих
з a, буде рiвно ϕ (a). Тому, ϕ (ab) = ϕ (a) ·ϕ (b), бо для кожного x (а їх ϕ (b))
буде ϕ (a) чисел y .

Другий спосiб. Розташуємо усi натуральнi числа вiд 1 до a · b в такий спосiб:
в 1-му рядку вiд 1 до b, в 2-му вiд b+1 до 2·b, . . . , в a-му вiд (a− 1)n до a·b.
Тодi в кожному рядкуϕ (b) чисел, взаємно простих з b, а в кожному стовпчику
ϕ (a) чисел, взаємно простих a (справдi, числа у кожному стовпчику дають
попарно рiзнi остачi при дiленнi на a). Оскiльки a i b взаємно простi, то число
буде взаємно просте з a · b тодi i тiльки тодi, коли воно стоїть на перетинi
стовпчика з номером, який взаємно простий з b, i рядка з номером, який
взаємно простий з a. Оскiльки в цiй таблицi ϕ (a · b) чисел взаємно простих з
a · b, то за правилом добутку їх буде ϕ (a) ·ϕ (b). Отже, ϕ (a · b) = ϕ (a) ·ϕ (b),
де a i b взаємно простi. �


